7. cviceni z PSt — 13.4.2021

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden piiklad! Pokud se zaseknete, na konci jsou nékteré napovédy.

Distribuéni funkce

Pfipomeiite si, Ze distribu¢ni funkece Fx je definovéna vztahem Fx(z) = P(X < x).

1. Pro n.v. X s distribuéni funkci Fy vyjadiete
(a) P(X € (0,1)) (b) P(X > 0) (¢c) P(X <0) (d) P(X €10,1])

2. Pro jisty problém méame k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spo¢iva v tom, Ze si ndhodné
vybereme, ktery z algoritma A, B spustime — A bude mit pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p.
Dobu béhu A, B, C' chapeme jako ndhodné veli¢iny, oznacime je X, Y, Z.

(a) Urcete Fyz pomoci Fy, Fy.

(b) Pokud jsou X, Y spojité, urfete fz pomoci fx, fy.

3. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy — lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud X délka delsi ¢asti.
(a) Jakeé je rozdéleni X?
(b) Urcete E(X).

Hustota

Pro spojité n.v. je Fx(z) = [ fx(t)dt pro vhodnou nezépornou funkci fx (hustotu X). Pak je také
P(X € A) = [, fx(t)dt.
4. Vyjadrete odpovédi na piiklad 1 pomoci hustoty pravdépodobnosti (tj. pfedpokladejte, ze X je spojita).

5. Hazime na ter¢ — kruh o poloméru 1. Pfedpokladejme, Ze kazdy bod v ter¢i ma stejnou pravdépodobnost
zésahu, presnéji, kazda jeho podmnozina mé pravdépodobnost imérnou své plose. Ozna¢me X vzdalenost
od stfedu.

(a) Najdéte distribu¢ni funkci Flx.

(b) Najdéte hustotni funkei fx.

(c) Zjistéte E(X), var(X), ox.

6. Bublifukem vyfoukneme bublinu o poloméru R ~ U(1,5). Jaka je stiedni hodnota povrchu bubliny?

Vypodéty momenti
(k-ty moment n.v. X je E(X*).)

7. Bud X ~ U(a,b). Na pfednéce jsme si ukazovali vypocet E(X).

(a) Spoététe analogicky E(X?) a odsud var(X).

(b) Alternativné, uvédomte si napied, jaké je rozdéleni veliciny Y = X — E(X). Pak spoctéte E(Y?)
(a tim var(X)).

8. Bud X ~ Exp(\). (Tj. Fx(z) =1—e"*® pro x > 0.)

(a) Napiste vzorec pro fx(x).

(b) Oveite [T fx =1.

(c) Napiste vzorec pro E(X). Spoé¢tete pomoci metody per-partes.

(d) Napiste vzorec pro E(X?). Spoctete pomoci metody per-partes.

(e) Vypoctéte var(X).
9. (a) Necht X je diskrétni nebo spojita nahodna veli¢ina a X > 0 s.j. Pokud E(X) existuje, tak E(X) > 0.
Dokazte.

(b) Necht Y, Z jsou diskrétni nebo spojité nahodné veliciny a Y < Z s.j. Pokud E(Y), E(Z) existuji,
tak E(Y) < E(Z). Dokaite.



Samplovani

10. Necht X7y, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a maji vSechny stejné rozdéleni se stfedni hodnotou p
a rozptylem o2. Ozna¢me S,, = (X1 + -+ X,,)/n.

(a) Urcete E(S,) a var(Sy).

(b) Ukazte, jak lze pocitat S, z S,—1, X, a n.

(c) Pouzijte vhodné X;, aby p obsahovalo ¢islo 7. Sestavte program v libovolném jazyce a spocitejte
pomoci n&j hodnotu 7. (Jak velké n myslite, Ze bude potieba pro pét spravnych ¢islic?)

Modelovani pomoci n.v.

11. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné nahodny ¢as se objevi na Staroméstském naméssti.
KaZdou celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apostolii.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pan Cheng uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez 15 minut.

(b) Co kdyZz pan Cheng piijde na Staroméstské namésti v uniformné ndhodném ¢ase po poledni, tj.
12:00-24:007

12. Predpokladejme, Ze u poStovni prepazky trva vytizeni jednoho zékaznika ¢as, ktery méa exponencialni
rozdéleni a stfedni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr )\, jaka je distribu¢ni funkce?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

13. Rikame, 7e nahodn4 veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamet, pokud
PX>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nema vliv na dobu, kterou budeme jesté ¢ekat. Na
tfetim cvideni jsme vidéli, Ze geometrické rozdéleni neméa pamét. UkaZte, Ze ani exponencidlni rozdéleni nema
pamét. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez paméti (a geometrické je jediné
diskrétni bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

14. Necht X; ~ Exp()\;) pro i = 1,...,n jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me M = min(X,...,X,).
Ukazte, ze M ~ Exp(A1 + -+ A\p)-

15. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském arealu Jestéd, pomoci normal-
niho rozdéleni se stfedni hodnotou 40 (centimetri) a smérodatnou odchylkou 10.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze nam model uréi zdpornou hodnotu snéhové pokryvky?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze snéhu napadne 50-70 c¢m?

T —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
®(x) | 0.00003 | 0.00135 | 0.02275 | 0.15866 | 0.500000 | 0.84135 | 0.97725 | 0.99865 | 0.99997

Dalsi hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table — sekce Cumulative.

Bonusy

16. NéV(z)d, jak oveéfit, ze hustota normélniho rozdéleni se opravdu zintegruje na 1. Chceme vypoéitat [ =
fix;o e~ /2 resp. ukazat, ze I = v/2r. Ukazeme misto toho, ze I? = 27. Plati totiz

I’ = /00 /OO e_mz/Qe_yz/Qda:dy

a tento dvojny integral se velmi zjednodusi po prevodu do polarnich souradnic.



17. (a) UvaZme seznam stati svéta a jejich aktualntho poctu obyvatel. Odhadnéte, kolik z téchto poctii
za¢ind jednickou! (Lhostejno, na které pozici na prvni jednicka je.)

(b) Srovnejte s néjakou skuteénou tabulkou, napf. na https://www.worldometers.info/world-population/
population-by-country/.

(c) Promyslete, pro¢ by to tak mohlo byt. P¥ipadné si piectéte o Benfordové zdkonu.

18. Stredni hodnota diskrétni i spojité nahodné veli¢iny spliiuje

E(X) = /OOO P(X > t)dt — /O P(X < t)dt.

— 00

K procviceni

19. Necht U ~ U(0,1) a p € [0,1]. Uvazme funkci

0 proxz>p
g(t) =
1 proxz<p

Co muzete Fict of n.v. X = g(U)? Spoctéte jeji stfedni hodnotu dvéma zptsoby — pfimo ze znalosti jejiho
rozdeéleni i pomoci pravidla LOTUS.

20. Necht X je spojita ndhodnéa veli¢ina. Vyjadfete pomoci F'x distribuéni funkci ndhodnych velicin
(a) = X. (b) X = max(0, X), (¢) X~ = —min(X,0), (d) | X|=XT+X,

21. Necht Fx je dana pfedpisem Fx(x) = /3 pro = € [0,3], Fx(z) =0 pro z < 0 a Fx(xz) =1 pro z > 3.
Necht Y = 1/X a Z = X?. Spoctéte

(a) P(1< X <2)

(b) P(X <Y)

(¢) P(X < Z)

(d) hustotni funkei fx.

(e) distribu¢ni funkce Fy a F.

22. Stf¥edni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepokladejme, Ze tato doba je popsana nahodnou veli¢inou s
exponencialnim rozdélenim. (To nenf realisticky pfedpoklad, viz nap¥. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze disk selze b&hem prvnich t¥ let?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrzi alesponi 10 let?

(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % diskt?

23. Plutonium-238 ma polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencialniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme ¢as, za ktery se rozpadne, povaZovat za nezéavislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp()).

(a) Jaké je A?

(b) Jaka je stfedni doba Zivota atomu plutonia-238?

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atoma?

(d) Kolik procent atomi se rozpadne po 50 letech? (N&které kardiostimulatory pouzivaji plutonium-238
jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

24. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné rozdélené se stiedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se do¢kdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdéleni ¢asu, kdy uvidime druhy meteor? Treti, ... (Pfedpokladame, Ze jednotlivé
meteory jsou navzajem nezavislé.)



25. X ~ N(0,1), Y ~ N(1,4).
(a) Najdéte linearni funkci f(t) = a-t+ b, aby f(Y) méla stejnou distribuci jako X.
(b) Spoctéte P(X < 1), P(X > 2).
(c) Spoctéte P(Y < 0), P(Y > 2).

26. Bud Y minimum z & uniformné ndhodnych ¢&isel z intervalu [0, 1]. Spoctete E(Y).

27. Frantovi jsme ve skoku do dalky namérili 9 metri, coz prekonava svétovy rekord o 5 cm. Pfi méfeni
jsme se ov8em dopustili chyby s rozdélenim N(0,0.01). Jaki je pravdépodobnost, Ze byl rekord skuteéné
prekonan?

28. Necht X ~ N(0,1) a Y = |X|. Urcete E(Y) a var(Y).

Napoveédy

1: Pripomeiite si definici. V ¢asti (c) napiste vysledek jako limitu nekoneéné mnoha hodnot Fx.
2: Pouzijte vétu o uplné pravdépodobnosti.

3: Urcete distribu¢ni funkci. St¥edni hodnotu jsme si fikali na prednasce.

6: Pravidlo LOTUS.



