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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna nahodna veli¢ina — co uz vime

> N.v. je zobrazeni X : Q — R, které pro kazdé = € R spliuje

» Diskrétni n.v. je n.v.
» Distribuéni funkce n.v. X je funkce Fx(z) := P(X < z).

» Distr. fce je F'x je neklesajici, zprava spoijita, s
definovanymi limitami v +oo.








Kvantilova funkce Q) - ket?, QE ) - PF pereatl

Pro nahodnou veli¢inu X definujeme kvantilovou funkci
Qx : [0,1] — R pomoci ﬁ(A:f(Yf’d
n —
=min{z € R.p < Fyx(z
@x(p) ms‘éwa’p < Fx(x)} cg,fzyﬁ"c’
> Pokud Fy je spojitay tak Qx = Fi'. Ff)‘u“z/
» Obecné plati: Qx(p) <z < p < Fx(x). ﬂ‘V-/Y
> Qx(1/2) = med@g’(pfmr,/kdyi Fx neni rostouci)

> Pokud Fy je spojita, tak Qx = Fiy'. /. = (2,7)
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Spoijita nahodna vellé'
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Definice *7~ - _léf 7
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje -
nezaporna realna funkce fx tak, Ze —F A
5[,516—, Pee . Ix (,,/1 _.{:A 2 MAZE

e \7@@ —rx <o) = [ o

(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)
Funkce fx se nazyva fgs_@ta (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .
> Alternativné: mame zadanou funkci f > 0g [*_ f=1.
> Vybereme nahodny bod pod grafem f.
Oznacime jeho souradnice (X,Y).
/ » Pak X je n.v. s hustotou f. e A,_
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Prace s hustotou - f/
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Véta —*
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak X<b
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé x € R.
=
2. P(a< X <b) = ffX (t)dt pro kazdé a,b € R. fa )
= ;“L ?

”7:‘3: P(X € A) = /f;j
=} P(M)/<z)~j4~
B Plagh=t)= AYt)~Afe=)~ED 2 /f /f\
P(aw}’fé) A P(*““f‘é)/ //*/f
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Stredni hodnota spojité n.v. N
T

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fX Pak jeji stfedni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovana IE( ) a

definovana - I v p&(:z/)
E(X) = x fx(l')d$7 - “;';

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo “.

» Analogie s vypoctem téziste tyCe ze znalosti hustoty.

» Diskretizace. 4,/ M Ll
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Vlastnosti stfredni hodnoty 4
v sy,
Véta (LOTUS) T

Pokud X je spojita n.v. s’hustotou fx a g realna funkce, tak

B(o(x) = [ " g(@) fx (@)da,
—_— fe—=—

pokud integral ma smysl.
(Dtkaz vynechame, délal by se pomoci substituce v integralu.)

Véta (Linearita stfedni hodnoty)
Pro X4, ..., X,, diskrétni nebo spojité n.v. plati

m'—FXn):E(XQ-F'“—F]E(Xn). /

(Ddkaz bude pozdéeji.)








Rozptyl spojité n.v.

E(X) = /_ T fx(a)da

E(X?) = - 22 fx(z)dz

Oznagime-li = E(X), tak t//)’/f(’()}

var(X) = E((X — ") = [ (@ ) fx(@)de
E——— — — —___ 8 o0

Véta

| pro spojité n.v. plati var(X) = E(X?) — (E(X))2.
_— "

(Dukaz jako pro diskréni n.v.)





Rozptyl souctu

Véta (Rozptyl souCtu) _,
Pro X1, ..., X,[nezavisié/diskrétni nebo spojité n.v. plati

W—F‘-'—i—){n)=var(X1)+~~-+var(X,ﬂ
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Prehled

Konkrétni spojita rozdéleni a jejich parametry



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~ U(a,b), pokud fx(x) =1/(b—a)proz € [a,b] a
fx(z) = 0jinak. gl A /
















Exponencialni rozdéleni

0 proxz <0
F = -
x(@) {1—e‘“ proz >0
e
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distribucni funkce
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~“  » X modeluje napf. ¢as pred pfichodem dal$iho telefonniho
hovoru do call-centra/dotazu na web-server/¢as do dalsiho
blesku v bource/. ..

o
S


























Souvislost X ~ Ezp(A) aY ~ Geom(p ) }(* s

> P(X >a)=e*proz>0
> Y = (1 p prone N

P ("/.a > fm)
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Standardni normalni rozdéleni

b fa

/ ——/—— heds” ”}/’"‘/ 7”(‘

Ty () =
> gp(x) = L\e—zz/z /rf
\/ﬁ\_ — == - (d 74" A“Q
> - p%mitivn' funkce k ¢ / ?é{/ag o ‘é‘z
r
> Standardn/ normaini rozdéleni N (0, 1) ma hustotu ¢ a
distribuéni funkci ®. ;_z(a) j(;‘/{/ /L‘f/"//" /{F/t’)-o
» Pokud Z ~ N(0,1), tak E(Z) = 0, var(
. t/ J Z{é—- 2= ; <7
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Obecné normalni rozdéleni

>Prou,aeR,o>0po|oimeZX:u+a-ZEkde .
AT

Z ~ N(0,1). . _ pg-
O v o o i 2 &/
> Piseme X ~ N(u,0%)—obecné normalni rozdeleni. ~ < ¢
» Normalini rozdéleni N(u,o?) ma hustotu ’{’(C" 5-7
2 — X
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Odolnost vuci souctu
> Pokud X1, ..., X}, jsou n.n.v., kde X; ~ N(pi,02), pak

Xy + oo+ Xj, ~ N(p, 0®),
—_— .

kde p= ¢ 7-— 7 /% M. f,
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Normaini rozdéleni — klicové viastnosti . « o)
> Pravidlo 30 (68-95-99.7 rule) f@r X < pr §)= &2

> (Centraini fimitni v&ta) , s =T

99.7=100% i\ o2 72
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p-3a p-20 p-o 1 pta  pt2a peda =
u-3¢  p-20 p-o n u+o u+20  p+3c

(Obrazek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)
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Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!
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Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(CL‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z > 0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.



A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .
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