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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna nahodna veli¢ina — co uz vime

> N.v. je zobrazeni X : Q — R, které pro kazdé = € R spliuje
{we: X(w) <z}eF.

» Diskrétni n.v. je n.v.
» Distribuéni funkce n.v. X je funkce Fx(z) := P(X < z).

» Distr. fce je F'x je neklesajici, zprava spoijita, s
definovanymi limitami v +oo.



Kvantilova funkce
Pro nahodnou veli¢inu X definujeme kvantilovou funkci
Qx :[0,1] — R pomoci
Qx(p) :=min{r € R:p < Fx(x)}

> Pokud F je spojita, tak Qx = Fy'.

» Obecné plati: Qx(p) <z < p < Fx(x).

> Qx(1/2) = median (pozor, kdyZ F'x neni rostouci)
> Pokud Fy je spojita, tak Qx = Fi'.



Spojitd nahodna veli¢ina

Definice
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje
nezaporna realna funkce fx tak, Ze

Fy(z) = P(X < 2) = /_ C eyt

(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)
Funkce fx se nazyva hustota (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .

» Alternativné: mame zadanou funkci f > 0's ffooo f=1

» Vybereme nahodny bod pod grafem f.

» Oznacime jeho soufadnice (X,Y).

» Pak X je n.v. s hustotou f.



Prace s hustotou
Véta
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx. Pak
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé = € R.
2. Pla< X <b) = [ fx(t)dt pro kaZdé a,b € R.

» V dusledku taky plati (pro “rozumnou mnozinu A”)

P(X € A) = /A Fx(t)dt



Stredni hodnota spojité n.v.

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak jeji stfredni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovanaE(X) a
definovana -

E(X) :/ x fx(x)dz,

‘

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo .
» Analogie s vypoCtem tézisté tyCe ze znalosti hustoty.
» Diskretizace.



Vlastnosti stfedni hodnoty

Véta (LOTUS)
Pokud X je spojita n.v. s hustotou fx a g realna funkce, tak

Blo(x) = [ " g@) fx (@)da,

pokud integral ma smysl.
(Ddkaz vynechame, délal by se pomoci substituce v integralu.)

Véta (Linearita stfedni hodnoty)
Pro X4, ..., X,, diskrétni nebo spojité n.v. plati

E(X1+4+- -+ X,) =E(Xy) +---+E(X,).

(Ddkaz bude pozdeji.)



Rozptyl spojité n.v.
E(X) = /_OO z fx(x)dx

E(X?) = /_00 22 fx(z)dz

Oznalime-li p = E(X), tak
var(X) == B(X - 0?) = [ (o= )? fx(a)da.

Véta
| pro spojité n.v. plati var(X) = E(X?) — (E(X))2.
(Dukaz jako pro diskréni n.v.)



Rozptyl souctu

Véta (Rozptyl souctu)
Pro X4, ..., X, nezavislé diskrétni nebo spojité n.v. plati

var(X1 + -+ X)) = var(Xy) + -+ +var(Xy).



Prehled

Konkrétni spojita rozdéleni a jejich parametry



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Exponencialni rozdéleni
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» X modeluje napt. ¢as pred prichodem dalSiho telefonniho
hovoru do call-centra/dotazu na web-server/¢as do dalsiho
blesku v boufrce/. ..



Souvislost X ~ Exp(\) aY ~ Geom(p)

» P(X>z)=e?proxz >0
» PY>n)=(1—-p"proneN
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Standardni normalni rozdéleni

> p(z) = e/

> &(x) — primitivni funkce k ¢

» Standardni normalni rozdéleni N (0,1) ma hustotu ¢ a
distribu¢ni funkci ®.

> Pokud Z ~ N(0,1), tak E(Z) = 0, var(Z) = 1
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Obecné normalni rozdéleni
» Pro u,0c € R, o > 0polozme X =+ o - Z, kde
Z ~ N(0,1).
» PiSeme X ~ N(u,o?)— obecné normalni rozdéleni.
> Normalni rozdéleni N (u, 0%) ma hustotu 2o (L),



Odolnost vuci souctu
» Pokud X, ..., Xj jsou n.n.v., kde X; ~ N(u;,c?), pak
X1+---+Xk~N(u,02),

kde =



Normalni rozdéleni — klicové vlastnosti

» Pravidlo 30 (68—95-99.7 rule)
» Centralni limitni véta
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(Obrazek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)



Cauchyho rozdéleni

> Cauchyho rozdéleni: hustota f(x) = iz

» nema stiredni hodnotul!!!
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Gamma rozdéleni

» Gamma(w,\), gamma rozdéleni s parametry w > 0 a
A > 0 mé hustotu

0 pro x <0
f(CL‘) - { 1 )\wxw—le—kx

e pro z > 0

kde N(w) = (w —1)! = [[ 2% e "da.

» Pro w = 1 dostavame znovu exponencialni rozdéleni.

» Pokud X1,..., X, jsou n.n.v. s rozdélenim Exzp()\),
tak X1 + - -+ + X, ~ Gamma(n, \).

» Modeluje mj. zivotnost soucastky, souhrn destovych
srazek za rok, latenci webového serveru.



A mnoho dalSich

> Beta(s,t) — beta rozdéleni

> 2 rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x?) je jiné
jméno pro Gamma(ik, 3). Je to rozdéleni Z} + - - + ZZ,

kde Z; ~ N(0,1) jsou n.n.v.
» Studentova t-distribuce
> atd. atd.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht X je n.v. s distribucni funkci Fx = F, necht F je spojita
a rostouci. Pak F(X) ~ U(0,1).

Véta

Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q je odpovidajici kvantilova funkce.

Necht U ~ U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni funkci F .
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Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice
Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)

definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cdf)
Fxy :R? = [0,1] pfedpisem

Fxy(z,y) =P{w e Q: X(w) <z &Y(w) <y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.

..... Xn(xl, ey l’n)

» Muizeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) =



Sdruzena hustota (Joint pdf)

» Casto mizeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako
integral pomoci nezaporné funkce fx y

Fxy(z,y) / / Ixy(z,y)dxdy.

» Pak nazyvame n.v. X, Y sdruzené spojité. Funkce fx y je
jejich sdruzena hustota.

» Jako u jednorozmérného pfipadu mize byt fxy > 1.
» Stejné jako u jednorozmérného pfipadu mizeme pak
pomoci hustoty vyjadfrit i dal$i pravdépodobnosti:

P(X,Y)eS) = /Sfxﬁy(:c,y)dxdy.

0°F ,
> fxy(z,y) = 73%56 )



LOTUS

» Stejné jako v diskrétnim pfipadu plati pro stfedni hodnotu
funkce dvou n.v.

E(g(X,Y)):/Oo /OO 9(z,y) fxy (z,y)dzdy.

> A stejné jako v diskrétnim pfipadu odsud odvodime
E(aX +bY +¢)=a-E(X)+b-E(Y) +c.



Vicerozmérné normalni rozdéleni
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