Algebra — cviceni 5, TeSeni

3. (a) Naleznéte v Z[i] NSD ¢isel 3 + 4,4 + 2i. Rozlozime na ireducibilni prvky:
e 3+i=(1+1)(2—1);
o 4+2i=(1+14)(1—1)(2+17).

Regenim je proto 1 -+ i (prvky 2 — i a 2 + ¢ nejsou asociované).

3. (b) Naleznéte v Z[i] NSD ¢isel 3 + 6,12 — 3i. Po vydéleni tfemi dostaneme prvky
1427 a 4 — 1, jejichz normy, konkrétné 5 a 17, jsou nesoudélné; musi proto byt i 1+ 27 a
4 — ¢ nesoudélné. Nejvetsi spolecny délitel zadanych éisel je proto 3.

4. Najdéte a € N tak, aby ideal aZ byl roven: a) 287 + 63Z; b) 15Z + 187 + 40Z;
c) (—28)Z N (—63)Z. K teSeni si vystac¢ime se dvéma fakty z prednasky: 1) Z je obor
hlavnich ideéli; 2) pro hlavni idealy nad jakymkoliv komutativnim okruhem R plati
aR C bR < b | a. V pfipadé (a) takto dostavame, ze 282 C aZ a 63Z C aZ, coZ
znamend, ze a musi byt spolecnym délitelem c¢isel 28 a 63. Na druhou stranu, kdyz je b
spole¢nym délitelem 28 a 63, pak musi bZ O 28Z + 637 = aZ. Hledané a proto musi byt
nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel 28 a 63, tj. a = 7.

Podobné v piipadu (b) dostaneme, ze a = NSD(15,18,40) = 1. V piipadu (c) lze
vyuzit analogickou tvahu, tentokrat ovsem s obracenymi inkluzemi. Hledané a je proto
(kladnym) nejmensim spole¢nym nasobkem ¢isel —28 a —63, to jest a = 252.

5. Necht R = Z[i]. Najdéte a € R takové, Ze aR = (5+ 3i) RN (134 18i) R. Pfipomeiime,
ze 7Z[i] je Eukleidiv obor, a tedy obor hlavnich ideéali. Jako v poslednim piipadu vyse
hleddme nejmensi spole¢ny nasobek v Z[i] prvka 5 + 3i a 13 + 18i. Minuly tyden jsme
on-line spocitali, ze ireducibilni rozklady danych ¢isel jsou:

o 5+3i=(1+i)(d—1i);

o 13+ 18i = (4 —i)(2 + 5i).
Jejich nejmensim spole¢nym nasobkem je proto (13 + 18:)(1+ i) = —5+ 31i = a.

6. V Z[iv/3] jsou (—=2)2 = (iv3 + 1)(iv/3 — 1) dva rizné ireducibilni rozklady prvku
—4. V8echny ¢tyfi prvky maji totiz normu 4, a jelikoz v Z[z\/g] neexistuji prvky normy
2 (neni mozno, aby 2 = a? + 3b%, kde a,b € Z), jedn4 se o ireducibilni prvky. Zarovei
21 (iv/3 + 1), jelikoz “f% ¢ 7Z[iv/3], a tedy 2 ani —2 nejsou asociované s iv/3 4 1.

Na druhou stranu v Z[v/2] je v2v/2 = (=4 + 3v/2)(4 + 3v/2) jeden a tentyz ireduci-
bilni rozklad prvku 2. Pfedné vSechny ¢tyti prvky maji normu 2, a proto jsou skutecné
ireducibilni. Dale +4 + 3v/2 = \/5(3 + 2\/5), kde posledni ¢initel je invertibilni v Z[ﬁ]
Vs8echny ¢tyti prvky jsou proto asociované.

7. Necht S = Z[z]. Uvazujme idealy I = 25 + xS a J = 35 + xS. Ukazte, Ze mnozina
{ab;a € I,b € J} netvori ideél v okruhu S. Dokazte také, ze I, J nejsou hlavni idealy.

Ozna¢me M = {ab;a € I,b € J}. Vsimnéme si, ze I = {a € 5; a(0) je sudé¢} a
J={be S;b0)=0(mod3)}. Ziejmé tedy (—2)x,3x € M. Zaroven ale 3z—2x = = ¢ M.
Pro¢? Budte totiz a = Y " e’ € Tab =" d;a’ € J takové, ze ab = x. Pak cody = 0
a zaroven cody + c1dy = 1. To ale neni mozné: pokud by ¢y = 0, pak c;dy = 1 a dostavame
spor s tim, Ze 3 | dp; v opa¢ném pripadé zase cod; = 1, coZ je spor s tim, Ze ¢ je sudé.

Z toho ihned plyne, Ze ani I, ani J nemuze byt hlavni ideal. Pokud by totiz napiiklad
I =fS, pak by M = {fsb; s € Z[z]|,b € J} a tato mnozina by byla uzaviena na sc¢itani,



jelikoz fsi1by + fsaoby = f(s1b1 + s9by) pro libovolné sy, s € Z[x] a by, by € J. Zvolime-li
tedy s =1 a b= s1by + s3by € J, vidime, Ze f(s1b1 + s2bo) = fsb € M.

Dokazat, ze I ani J nejsou hlavni idedly, 1ze i jinak. Uvazujme nyni, Ze napi. J = ¢S.
Stejnou tvahou jako v predchozich prikladech dospéjeme k tomu, ze g musi byt spoleény
delitel prvka 3 a x. OvSem v oboru S jsou 3 a x nesoudélné, a tedy g = +1, coz ovSem
ziejmé neni prvek idealu J.

8. Jiz bylo ukazano v ramci 4. (c).

9. Je-li u = a + by/s invertibilni prvek v Z[\/s] a b # 0, pak je jist¢ u € R\ {—1,1}.
Vyuzitim multiplikativity normy v, dostavame, ze i u™ je invertibilni pro libovolné n € N.
Pro druhou ¢ast tlohy staci volit a = 8, b = 3. (To né&jak souvisi s tim, Ze 8/3 je v jistém
smyslu dobré aproximace ¢isla V7 )

10. Bud R = {f € Q[z]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, Zze pro
libovolné f, g € R existuje NSD(f, g). Pro¢ neni pfesto R Gaussovym oborem? Jisté pro
libovolné f € R plati NSD(f,0) = f. MuZzeme proto dale predpokladat, ze f # 0 # g.

Nejdiive uvazujme moznost, ze neplati f(0) = 0 = ¢(0). Pak ma i kazdy nejvétsi
spole¢ny délitel prvka f, g v oboru Q[z] nenulovy absolutni ¢len. Uvazujme takovy h =
NSDgp(f, 9), ze h(0) = NSDz(f(0), g(0)). Pak je jisté h € R a také %(0) = f(0)/h(0) € Z
a £(0) = g(0)/n(0) € Z, coz znamena, Ze h je spolecnym délitelem prvki f,g v oboru R.
Je-li k& € R jakykoliv spoletny délitel f,g v R, pro né&jz h | k, pak je jednak k =
NSDgq(f, 9), a tedy h || k v Q[z], a jednak h(0) | £(0) | f(0) a k(0) | g(0) v Z, a
tedy k(0) = NSDz(f(0),¢(0)). Dostavame k = £h, a tedy h = NSDg(f, g).

Nyni necht f(0) = 0 = ¢(0). Uvazujme nejvétsi n € N takové, ze 2" | faz" | g
plati v Q[z]. Pak ma alespon jeden z polynomu f/x", g/z"™ nenulovy absolutni ¢len.
Ovsem nemusi platit, ze absolutni ¢leny téchto polynomii jsou celociselné. Zvolime proto
nenulové ¢ € Q tak, aby f* := qxin a g = qxin lezely v R. Z predchoziho odstavce
dostaneme h* = NSDg(f*, g*). Polozime h = qx"h*. Pak jisté h(0) = 0, a tedy h € R.
Nyni uz neni tézké oveérit, ze h = NSD(f, g).

Nakonec R neni Gaussovym oborem, jelikoz x,xz/2,x/4,x/8,... tvoii v R nekone¢nou
ostre klesajici posloupnost v délitelnosti. Nenulovy a neinvertibilni prvek x proto neméa
v R rozklad na ireducibilni prvky. V dusledku existence NSD ale kazdy prvek z R, ktery
néjaky ireducibilni rozklad mé, ma tento rozklad jednozna¢ny (az na poradi a asociova-
nost). A samoziejmé ireducibilni prvky jsou totéz, co prvocinitelé. S trochou prace navic
lze ukazat, ze R je Bézoutiv obor, tj. kazdy konecné generovany ideal v R je hlavni. Do-
konce je v R mozné hledat NSD algoritmem podobnym Eukleidovu (neptfekvapivé jsou
k dispozici i Bézoutovy koeficienty pro vyjadieni NSD). Idedlem v R, ktery neni hlavni,
je napiiklad I = J;”, 5 R.

11. Rozlozte polynom 2z% + 2z — 1 nad eukleidovskym oborem Z[v/3] na ireducibilni
prvky. Neni t&é7ké zadany polynom rozlozit v Q(v/3)[z] jako (2x 4+ 1 + v/3)(z + %g)
Z Gaussova lemmatu (Z[v/3] je Gausstv) plyne, Ze jej musi byt mozné netrivialné rozlozit
i nad Z[v/3]. A skutetné v Z[v/3] je 2 = (v/3 — 1)(v/3 + 1), v disledku &ehoz mame nad
Z[+/3] rozklad
20 + 22 — 1= ((V3 -1z + 1D((V3+ 1Dz —1).

V ramci tréninku, analogicky k cvic¢eni 6, si muzete vyzkouset, jak se situace zméni,

budete-li uvazovat polynom 222 + 2z + 3 nad oborem Z[i\/g], ktery neni Gaussuv.



12. Najdéte viechna feSenf u, v € Z rovnice u? + 2209 = v3. UvaZujme, Ze néjaké feseni
u,v € Z mame k dispozici. Pak jisté 1 < v a v Z[i] plati (u+47i)(u—47i) = v®. UkaZeme,
ze Cisla u + 471 a u — 47i jsou v Z[i] nesoudélné. Predpokladejme, Ze méame jejich néjaky
spole¢ny délitel d. Pak d musf délit i jejich rozdil, tj. d | 941 = 47(1 + )%, coZ je rozklad
na ireducibilni prvky. Staci tedy ukézat, Ze pro ¢ € {1 +1,47} jest c{ v3.

Pokud by ¢ | v3, pak také ¢ | v; vzhledem k tomu, Ze ¢ je prvocinitel. Nasledkem toho
A | v = (u+4Ti)(u — 47i), coz znamena, Ze bud ¢? | u + 47i, nebo ¢* | u — 47i. Oba
pripady vedou ke sporu, jelikoz “SI ¢ Z[i] a “ ¢ Z[i]. Ukazali jsme, Ze u + 47i a
u — 47i jsou v Z[i] nesoudélna.

Porovnanim jednoznac¢nych ireducibilnich rozkladu levé a pravé strany rovnosti

(u+471) (u — 47i) = v*

dospé&jeme k tomu, Ze u + 47i = (a + bi)® pro néjaka a,b € Z. Zamérime se na koeficienty
u i. Dostavame 47 = 3a?b — b® = b(3a® — b?). Rozebereme ¢tyii moznosti:
e b= 1. Pak 3a> — 1 = 47, a tedy a = 4. Obdrzime u = a® — 3ab? = £4(16 — 3) =
+52 av =17.
o b = 47. Pak 3a® — 2209 = 1, coZ znamen4, 7e a®> = 2210/3; zadné takové a € Z
neexistuje.
e b= —1. Pak 3a® — 1 = —47, a tedy a* = —46/3; opét nelze.
e b = —47. Pak 3a*® — 2209 = —1, coz znamena, Ze a®* = 2208/3 = 736; a takové
a € 7 opét neexistuje.
Zjistili jsme, Ze jedinymi dvéma FeSenimi zadané diofantické rovnice jsou u = 52,v = 17
au=—52,v=17.



