Algebrou proti koronaviru V
(cvi¢eni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je mizete vynechat)
Déleni v Gaussovych celych cislech
O tom, jak délit v Z[i] a jaké to md ndstrahy, néco ¥ikd Tvrzeni 3.4, resp. Uloha 7.% ze skript.
1. Vydélte v oboru Z[i] se zbytkem ¢islo «v ¢islem g, je-li:

(a) a=5+7i, =3—1
b) a=3+2i,f=1+i B4+2=2-+1=3-F+(—i)=2—0)-B+i=B—1d) f—1]
2. Naleznéte v Z[i] NSD ¢isel

(a) 3414,4+2i 1+ 1]
(b) 3+ 64,12 — 3i 3]
(c) 5+ 3,13 + 18i [1 + 44]

A jesté na téma jednoznacngch rozkladi:

3. Vysvétlete nasledujici ,rozpor®:

(a) V oboru Z[iv/3] plati (—2)2 = (iv/3 + 1)(iv/3 — 1), a proto se nejedna o obor s jednoznaénym
rozkladem (tj. Gausstv obor).

(b) V oboru Z[v/2] plati v2v/2 = (—4 + 3v/2)(4 + 31/2), a piesto se jedna o obor s jednoznaénym
rozkladem. [(+4 4 3v/2) = v/2(3 £ 2v/2), pficem? 3 + 21/2 jsou zde invertibilni (maji normu 1)
tudiz +4 + 3v/2 || £v/2]

)

Idealy v okruzich
Definici idedlu (i s obrdzkem!) viz na str. 38 skript a definici hlavniho idedlu tamtéz v Tvrzeni 7.4.
4. Urcete a,b € N takové, ze 27 N 37Z = aZ., resp. 27 + 37 = bZ. [a=6,b=1]

5. Najdéte a € N tak, aby ideél aZ byl roven:

(a) 287 + 637Z 7]
(b) 15Z + 187 + 40Z 1]
(c) (—28)ZN(—63)Z [252]
6. Necht R = Z[i]. Najdéte a € R takové, ze aR = (5 + 3i)R N (13 + 18i)R. [a || 31 + 51

7. At R je obor hlavnich idealt. Dokazte, ze pro zadana a,b € R je aRN bR = ¢R, kde ¢ =NSN(a, b).
(Nejdiiv si tvrzeni zkuste rozmyslet pro R = Z, Z][i] a pak pfipadné zobecnéte pro libovolny OHI.)

8. Necht S = Z[z] a uvazujme idedly I =25 + S a J = 35S + xS. Ukazte, zZe:

(a) I, J nejsou hlavni idealy. [kdyby byly, musely by byt generovény délitelem
2, resp. 3, ktery, protoze jde o vlastni ideély, neni invertibilni, tedy jde o £2 (resp. £3), ¢imz ale
nenageneruji polynom x|

(b) mnozina {ab | a € I,b € J} netvoii idedl v okruhu S (Napovéda: pfemyslejte o polynomu
p(z) = x). [polynom x nelze napsat jako souéin ab ze zadéni, na druhou stranu zde ale lez,
protoze 2z, 3z jsou daného tvaru soucinu a idedl musi byt uzavieny na s¢itani]



A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:

Jeste k minulému cviceni:

9.*

10.*

11.%

12.%

13.*

14.%

V Z teste soustavu kongruenci

{4y =1 (mod 7)

[6 + 217
4y =3 (mod 7).

Dokazte, ze v Z[v/13] jsou 2,413 + 3,1/13 — 3 po dvou neasociované ireducibilni prvky.

A k dnesnimu
Bud s pfirozené ¢islo takové, ze /s & N.

(a) Pfedpoklddejme, ze mame k dispozici a,b € Z,b # 0 takova, ze a + by/s je invertibilni prvek
v Z[y/s]. Ukaite, Ze je potom mnozina invertibilnich prvka oboru Z[y/s| nekone¢na. (Vyuzijte
vhodnou vlastnost normy v.)

(b) Naleznéte dvojici (a, b) hodici se do bodu (1) pro s = 7. [Napfiklad a = 8, b = 3.]

Bud R = {f € Q[z]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, Ze pro libovolné f,g € R
existuje NSD(f, g). Pro¢ neni pfesto R Gaussovym oborem?

Rozlozte polynom 222 + 2z — 1 nad eukleidovskym oborem Z[v/3] na ireducibilni prvky.
(V3= D+ 1)((V3+ 1)z — 1)

Najdéte viechna feseni u,v € Z rovnice u? + 2209 = v3. (Ndpovéda: 2209 = 472))  [u = +52, v = 17|



