6. cviceni z PSt — 6.4.2021

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden piiklad! Pokud se zaseknete, na druhé strané jsou napovédy.

Zaklady pravdépodobnosti

1. Uvazme skupinu 25 lidi. Jaka je pravdépodobnost, Ze zadni dva z nich nemaji narozeniny ve stejny den?
(Pro jednoduchost ignorujme piestupné roky.) Nemusite vycislovat.

Rozbor moznosti — véta o tiplné pravdépodobnosti a tplné stfedni hodnoté

2. Hazime minci, dokud nepadne orel, na kazdy hod dostaneme novou minci. (Jaka je pravdépodobnost, Ze
ziskdme k minci?) Pak vSechny ziskané mince hodime najednou, pokud na kazdé z minci padne orel, mizeme
si je v8echny nechat. Jaki je pravdépodobnost, Ze se to stane? Jaka je stfedni hodnota poc¢tu ziskanych
minci? (Tu miZete nechat ve tvaru nekone¢né sumy.)

Diskrétni nahodné veli¢iny

3. Mame krouzek s péti kli¢i, jeden z nich je od vchodovych dveri. Nevime ktery, tak je budeme zkousSet
nédhodné. Urcete pravdépodobnostni funkci a stfedni hodnotu poctu vyzkousenych kli¢i, pokud

(a) po vyzkouSeni zapomeneme, ktery kli¢ jsme zkouSeli, a dalsi vybirame op&t nadhodné ze vsech.

(b) vyzkousené klice si oznacime, pFisté je uz nezkousime.

(c) Casti (a), (b) zkuste znovu pro variantu s deseti kli¢, z nichZ jsou dva spréavné.

4. Knihovna MFF m4 1000 ¢tenari — studentt informatiky — a rozhoduje se, kolik kopii nové knihy koupit.
Predpokladejme, Ze o knihu mé v dany semestr kazdy student zédjem s pravdépodobnosti p = 0.01, nezavisle
na ostatnich.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkci pro pocet studentt, ktefi maji o knihu zajem.

(b) Urcete pravdépodobnostni funkci pro Poissonovskou aproximaci tohoto poctu.

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze 20 kopii knihy nestaci? Vyjadfete jednak pomoci distribuéni funkce,
jednak pomoci sumy. A také jednak pomoci pfesné formule z ¢asti (a), jednak pomoci aproximace z Casti
(b).

(d) Je popsany model zajmu studentt o knihy realisticky?

Diskrétni ndhodné vektory

5. Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim Geom(p).
(a) Napiste sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y.
(b) Spoctéte P(X +Y = n).
(c) Spoctéte P(X =k | X +Y =n).

6. Ozna¢me X nahodnou veli¢inu, kterd popisuje pocet emaili, které dostaneme za jeden den. Déale Y < X
necht je pocet obdrzenych emailt, které jsou spamy. Pfedpokladejme, Ze X ~ Pois(\). Dale predpokladejme,
7e kazdy email, ktery dostaneme, mé (nezavisle na ostatnich) pravdépodobnost p, Ze je spam.

(a) Napiste podminénou pravdépodobnostni funkei py|x.

(b) Napiste sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y.

(¢) Odvodte z px,y marginalni pravdépodobnostni funkci px a ovéite, ze odpovida Pois(A). (To by
mélo byt pravda automaticky, ale ovéite to ze vzorce.)

(d) Odvodte z px,y marginalni pravdépodobnostni funkci py a ovéite, Ze odpovida Pois(pA). (To je
ponékud necéekane.)

(e) Odsud snadno plyne, ze Y — X ~ Pois((1 — p)A).

(f) * Nahodné veli¢iny X a Y — X jsou nezavislé.



Distribuéni funkce

7. Pro n.v. X s distribu¢ni funkci F, vyjadiete (a) P(X € (0,1]) (b) P(X > 0) (¢c) P(X <0)
(d) P(X €[0,1])

8. Necht X je nédhodna veli¢ina. Vyjadiete pomoci F'x distribuéni funkci nahodnych veli¢in
(a) —X. (b) X+ = max(0, X), (¢) X~ = —min(X,0), (A | X|=XT+ X",

Spojité ndhodné veliiny
Pfipomeiite si 7ze distribu¢ni funkce Fx je definovana vztahem Fx(z) = P(X < z). V nékterych pii-
padech Je Fx(x f fx(t)dt pro vhodnou nezapornou funkci fx (hustotu X). Pak je P(X € A) =

f A f X
9. Vyjédfete odpovédi na piiklad 7 pomoci hustoty pravdépodobnosti.

10. Necht Fx je dana pfedpisem Fx(x) = z/3 pro z € [0,3], Fx(z) =0 prox <0 a Fx(xz) =1 pro z > 3.
Necht Y =1/X a Z = X?. Spoctéte
(a) P(1 < X < 2)
(b) P(X < V)
(c) P(X < Z)
(d) hustotni funkei fx.
(e) distribu¢ni funkce Fy a Fy.

Napovédy

1 Staci pouzit zékladni formulku pocet dobrych déleno po¢tem vSech.

2 Pouzijte rozklad pravdépodobnostniho prostoru: By budou pribéhy experimentu, kde prvni kolo skon-
¢ime s k£ mincemi.

3 (a) geometrické rozdéleni. (b) predstavte si, Ze napfed sefadime pét klici nahodné do fady, pak je
bereme v tom porfadi. (¢) Prvni ¢ast je uplné stejnd, druha je jind — podobna problému s maximem ze dvou
kostek (priklad 4.7.).

4 (a) jedna se o binomické rozdéleni (b) zde jde o Poissonovo rozdéleni s intenzitou 1000 - 0.01 (c) které
hodnoty je tfeba séitat? (d) jak je to s tou nezavislosti?

5 Postupujte presné podle definic. Pro kontrolu, ¢ast (c) nezavisi na k (pokud je hodnota & mozné).

6 (a) Vime-li, Ze X = n, tak se Y chova jako Bin(n,p). (b) Pouzijte vzorec z pfednasky — vztah px y a
Px|y-

7,8: pfipomente si definice distribu¢ni funkce



