Algebra — cviceni 5

(pfiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni bez hvézdicek)
Ozvény minulého tydne

1. V 7Z teste soustavu kongruenci: 4Y =1 (mod7), 4y =3 (modT7).

2. Dokazte, ze v Z[\/13] jsou 2,1/13 4+ 3,1/13 — 3 po dvou neasociované ireducibilni prvky.
Standardni piiklady

3. Naleznéte v Z[i] NSD ¢isel a) 34,4 +2i; b) 3+ 64,12 — 3i; ¢) 5+ 30, 13 + 180,
4. Najdéte a € N tak, aby idedl aZ byl roven: a) 287Z + 63Z; b) 15Z + 187 + 40Z; ¢) (—28)Z N (—63)Z.
5. Necht R = Z[i]. Najdéte a € R takové, ze aR = (54 3i)RN (13 + 18i)R.

6. Vysvétlete nasledujici ,rozpor*:

(a) V oboru Z[iv/3] plati (—2)2 = (iv/341)(iv/3—1), a proto se nejedna o obor s jednoznaénym rozkladem
(tj. Gaussuv obor).

(b) V oboru Z[v/2] plati v/2v/2 = (—4+3v/2)(4+3+/2), a piesto se jedna o obor s jednoznaénym rozkladem.

7. Necht S = Z[z]. Uvazujme idealy I = 25 + xS a J = 35 + x5. Ukazte, ze mnozina {ab;a € I,b € J}
netvori ideadl v okruhu S. Dokazte také, ze I, J nejsou hlavni idedly.

Extra ulohy

8 Af R je obor hlavnich ideali. Dokazte, ze pro zadané a,b € R je aRN bR = cR, kde ¢ =NSN(a, b).

9¥ Bud s pfirozené ¢islo takové, ze /s & N.

(1) Pfedpokléddejme, ze mame k dispozici a,b € Z,b # 0 takova, Ze a + by/s je invertibilni prvek v Z[/s].
Ukazte, Ze je potom mnozina invertibilnich prvka oboru Z[/s] nekoneéné. (VyuZijte vhodnou vlastnost
normy v.)

(2) Naleznéte dvojici (a,b) hodici se do bodu (1) pro s = 7.

10X Bud R = {f € Qlz]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, ze pro libovolné f,g € R
existuje NSD(f, g). Pro¢ neni pfesto R Gaussovym oborem?

11¥ Rozlozte polynom 222 + 2z — 1 nad eukleidovskym oborem Z[v/3] na ireducibilni prvky.

123 Najdéte vSechna feSeni u,v € Z rovnice u? + 2209 = v3. (Napovéda: 2209 = 472.)



