Algebra — cviceni 4, feSeni

1. Mame najit 0 < B < 55, pro néz je B*" mod 55 = 47. Jelikoz vime, Ze 55 = 5 - 11,
vime také, ze ¢(55) = 40. Potfebujeme najit inverzni prvek k 27 v Zyo (ten existuje,
nebot 27 a 40 jsou nesoudélné). Bud pouzijeme rozsiteny Eukleidav algoritmus, nebo
piimo uhodneme, 7ze 27 -3 = 81 = 1 (mod 40). Dostavame B = 47 mod 55 = (—8)3
mod 55 = 38.

2. (b) Rozkladame polynom z* — 2% — 2. Po ptipadné substituci y = 2 snadno spocteme

jeho koreny. Hledané rozklady pak jsou nasledujici:
e nad C: (z —4)(z +i)(z — V2)(z + V2);
nad R: (22 + 1)(z — v2)(z + V2);
nad Q: (2% + 1)(2? — 2)
nad Zsz: zde mame x? — 2% — 2 = 2 + 22% + 1 = (22 + 1)%;
nad Zs: najdeme kofen(y) v Zs, ¢im# obdrzime rozklad (z — 2)(x — 3)(2? — 2).

4. Hledame ireducibilni rozklady v Z[i]: 3,7 jsou ireducibilni prvky, jelikoZ se jedna o pr-
vocisla = 3 (mod4); 5 = (2+4)(2 —1i); 10 — 6 = (1 +4)(1 —i)*(4 + i), kde (4 + 1) je
ireducibilni, nebot ma (prvoéciselnou) normu 17.

5. Hledédme ireducibilni rozklady v Z[iv2]: 2 = (iv/2)(—iv/2); 3 — iv2 je ireducibilni,
nebot mé (prvociselnou) normu 11; 5 —iv/2 = (144v/2)?(—1—1iv/2), zde jsme po zjistén,
7e v(5 — iy/2) = 27, vyuzili toho, Ze prvek normy 3 je (az na asociovanost, tj. v piipadé
oboru Z[iv/2] aZ na znaménko) jediny, a sice 1 + iv/2.

6. Ukazujeme, ze prvocisla = 3 (mod4) jsou ireducibilnimi prvky v Z[i]. Mé&jme proto
néjaké takové prvodislo p. Pak v Z[i] mame v(p) = p*. Pokud by p nebylo ireducibilni,
musel by v Z[i] existovat prvek normy p. To ale neni mozné, jelikoz pro a,b € Z je
v(a +bi) = a* + b* # 3 (mod 4). (Pro sudé a,b je jeho druha mocnina 0 modulo 4, pro
liché a, b je naopak rovna 1.)

8. Ukazte, Ze v oboru Z[v/2] neexistuje prvek s normou 23. Opét nam v zadani trochu
zaufadoval Sotek. Zjevné v(5 + v/2) = 23. V zadani mélo byt 27 misto 23. Pak jde o to,
e ¢islo tvaru a? — 2b? nemuZe davat zbytky 3 & 5 po déleni 8, takZe ani jeho absolutni
hodnota nemitize dévat zbytek 3.

9. Naleznéte néjaky prvek néjakého oboru, ktery bude mit alespon t7% ruzné rozklady
na ireducibilni prvky. Uvazujme kupiikladu obor Z[iv/5]. Zde mame 36 = 2-2-3-3 =
(1+14v5)2(1 —iv5)? = 2-3- (1 +14v/5)(1 — iv/5). Vyuzivame toho, ze v Z[i/5] zjevné

neexistuji prvky normy 2, ani prvky normy 3.

10. Nejprve ukazeme, ze Q[v/2, V3] = Q[v2++/3]. Uvédomme si, Ze inkluze Q[v/2, /3] D
Q[\/i + \/§] je trivialni. Pro inkluzi opac¢nou staci, kdyz najdeme v Q[\/5 + \/§] prvek
V2. Je uzitecné spocist si malé mocniny prvku V2 4+ /3

e (V24 /3)? =5+ 2V6;

o (V2+V3)P=2v2+46vV3+9v2+3V3=11vV2+9V3;

o (V2+3)' =13 +8V6 + 36 + 126 = 49 + 20/6.



Vidime, Ze 2v/2 = (V2 4+ v/3)% — 9(v2 + V/3), takze V2 = 1212 € Q[v2 + V/3].

V piipadé rozsffeni Z opét trivialng vidime, Ze Z[v/2,v/3] 2 Z[v2 + V/3]. Z postupu
vyse ale opa¢na inkluze neplyne, jelikoz jsme potiebovali % € Q. Dostaneme pouze 2v/2 €
Z[v/2 + /3]. K tomu, abychom si uvédomili, Ze v/2 ¢ Z[v/2 + /3], vyuZijeme néco méalo
linearni algebry.

Téleso Q[v/2, /3] ma, jakozto vektorovy prostor nad Q, bazi (1,v/2,v/3,1/6). Abychom
si uvédomili, ze tomu tak skuteéné je, staci védét, ze v/3 ¢ Q[v/2], a tedy Ze baze prostoru
Q[v/2, /3] nad télesem Q[v/2] je (1,4/3). Uz ale vime, ze Q[v/2,v3] = Q[v2 + V3], a
z vypoltl mocnin vyse vidime, Ze bazi vektorového prostoru Q[v/2,v/3] nad Q je také
(1,vV24+ V3, (V2 +V3)%, (V24 v3)3). V této bazi ma prvek v/2 jediné vyjadieni, a sice
V2 = (\/54;/5)3 _ 9(\/§2+x/§)_

Pokud by prvek v/2 nalezel do Z[v/24+/3], musel by existovat polynom f € Z[z] takovy,
7e f(V2+v3) = V2. Vzhledem k tomu, Ze (v2+4v/3)* = 10(v/2+/3)% — 1, 8lo by f bez
jmy na obecnosti volit stupné mensiho nez 4. Tim bychom ale dostali odlisné vyjadieni

V2 pomoci bazovych prvki nez to jediné uvedené na konci predchoziho odstavce, coz by
byl spor.




