5. cviceni z PSt — 30.3.2021

Rozdéleni n.v.

1. (Newton-Pepy’s problem) Ozna¢me A, jev ,z Sesti hodii kostkou padne aspon jedna Sestka“. Déle As jev
»z dvanacti hoda kostkou padnou aspon dvé Sestky*“. Obecné: Ay jev ,,z 6k hodu kostkou padne aspon k
Sestek®.
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a) Vyjadrete P(A;) pomoci vzorecku s kombina¢nimi &isly.

b) Vyjadrete P(A;) distribu¢ni funkce binomického rozdéleni.

c¢) Jaka je stfedni hodnota poc¢tu Sestek pro kazdou z variant?

d) * Zapremyslejte, kterd z P(Ay) by méla byt nejvétsi bez pouziti vzorce.

2. (de Mereho problém) (a) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne ze ¢tyt hodi aspon jedna Sestka?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne z 24 hodt dvojici kostek aspon jedna dvojita Sestka?
(¢) De Méreho problém spodival v tom, jestli jsou odpovédi na ¢asti a,b stejné.
(d) Umite ulohu interpretovat jako otédzku o binomickém rozdéleni? O geometrickém rozdéleni?

Nahodné vektory

3. Nezavislé n.v. X1, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry py, . .., p,. Jaké je rozdéleni min( Xy, ..., X,,)?
4. Necht X ~ Pois(A), Y ~ Pois(u) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Pois(A + p).

5. Hodime tfikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubd v prvnich dvou hodech a Y pocet lict v poslednich dvou
hodech.
(a) Uréete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,

by

(b) Jsou X a Y nezavislé?

(c) Urtete P(X <Y).

(d) Uréete podminénou pravdépodobnostni funkce px|y -
6. Pripomente si definici indikdtorové nahodné veli¢iny I 4.

(a) Jaka je E(14)7

(b) Necht A = A; UAyU---U A,,. Ovéite rovnost

n

1- Iy =[]~ La).

i=1
(¢) Roznasobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip inkluze a exkluze.
Spojité ndhodné veliiny
Piipomeiite si, ze distribu¢ni funkce Fx je definovana vztahem
Fx(z) = P(X < x).

V nékterych pripadech je Fx(z) = [*_ fx(t)dt pro vhodnou nezapornou funkeci fx (hustotu X). Pak je
P(X € A) = [, fx(t)dt. Plati také E(X) = [* ¢ fx(t)dt a obecngji

E(g(X)) = / ot) fx(b)dt.

Stejné jako pro diskrétni n.v. plati, ze var(X) = E(X?) — (E(X))2.

7. Pro n.v. X s distribuéni funkci F, vyjadiete (a) P(X € (0,1)) (b) P(X >0) (¢c) P(X <0)
(d) P(X €[0,1])



8. Necht X je spojita nahodnéa veli¢ina. Vyjadiete pomoci Fx distribu¢ni funkci nahodnych veli¢in
(a) = X. (b) X+ = max(0, X), (¢) X~ = —min(X,0), (d) | X|=XT+ X,

9. Necht Fx je dana predpisem Fx(z) = z/3 pro z € [0,3], Fx(z) =0 proz <0 a Fx(z) =1 pro z > 3.
Necht Y = 1/X a Z = X?. Spoctéte
(a) P(1 < X <2)
(b) P(X <Y)
() P(X < 7)
(d) hustotni funkei fx.
(e) distribu¢ni funkce Fy a Fy.

Bonusy

10. * Oznaéme M pocet emailil, které dostaneme za den, S pofet spami mezi nimi, H pocet ,hamu*
— t&ch, co nejsou spamy. Predpokladejme, ze M ~ Pois(\) a Ze kazdy email ma nezéavisle na ostatnich
pravdépodobnost p, Ze je to spam.

(a) Vyjadiete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M a S.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(pA).

(¢) Odvodte, ze H ~ Pois((1 — p)\) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.

11. * V tipovaci hife ma soutéZzici na vybér n otazek, ze kterych si miZe postupné vybirat. U i-té otazky s
pravdépodobnosti p; odpovi spravné, ziska za to h; korun a pravo dalsiho vybéru. Pokud neodpovi spréavné,
koné¢i. Predpokladejme, Ze cilem je maximalizovat stfedni hodnotu zisku. Ukazte, Ze toho docili, bude-li
vybirat otazky sefazené podle hodnoty fl_i

K procviceni

12. Uvazme skupinu m manzelskych para (tj. celkem 2m osob). Predpokladejme, Ze po deseti letech bude
kazdy z téch 2m lidi stale nazivu s pravdépodobnosti p, nezéavisle na ostatnich. MozZnosti rozvodil apod.
neuvazujeme, tj. pary jsou nemeénné.

Ozna¢me L mnozinu lidi, ktefi budou po deseti letech nazivu a A jejich pocet (tj. A = |L|). Déle bud B
pocet paru, kde budou nazivu oba; tj. A, B jsou ndhodné veli¢iny spliiujici 0 < A < 2m a 0 < B < m. Pro
kazdé a =0, ...,2m chceme spocitat E(B | A = a).

(a) Uvazime jednoho konkrétniho ¢lovéka. Jaka je pravdépodobnost, Zze bude po deseti letech nazivu,
pokud vime, Ze A = a? Jinymi slovy, pokud ten ¢lovék je z, jakd je P(x € L | A= a)?

(b) Uvazime jeden konkrétni manzelsky par. Jaka je pravdépodobnost, Ze budou oba naZivu, pokud
vime, ze A = a?

(c) Vyjadiete B jako soucet m vhodnych indikatorovych n.v.

(d) Linearita stfedni hodnoty plati i pro podminénou stfedni hodnotu, neboli

E(Y X[ J) = 3 E(X | J),

i=1
pro jakykoliv jev J a n.v. X1, ..., X,,. (To nemusite dokazovat.) VyuZijte toho k vypoc¢teni E(B | A = a).
(e) Jaké je rozdéleni n.v. A? (Bud ho pojmenujte, nebo napiste pravdépodobnostni funkci, tj. urcete
P(A=a).)

(f) Pro zvolenou a-prvkovou mnozinu lidi M, jaka je pravdépodobnost, Ze je to pfesné mnoZina prezi-
v&ich? Neboli, kolik je P(L = M)? A kolik P(L=M | A=a)?

(g) Pro m = 10 a a = 4 ovéite vysledek samplovanim v libovolném programovacim jazyce. Budete-li
pouzivat R, doporuc¢uji pozornosti piikaz rbinom(m,1,p) — vyrobi vektor s m ¢isly, kazdé z nich je rozdéleno
podle Bin(1,p), neboli Bern(p).



