Algebrou proti koronaviru IV
(cvi¢eni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je mizete vynechat)

Trocha RSA

Promyslete si dulezitou aplikaci Eulerovy véty, kterou je algoritmus RSA, na prikladu ze Zivota (princip
algoritmu najdete na str. 26 ve skriptech):

1. Alzbéta chce sdélit Bedrichovi svou velikost bot B, ale nechce, aby se tento tidaj dozvédél nékdo dalsi.
Vzala tedy Bedfichovo oblibené ¢islo o = 55 (které kazdy zn4, ale jen Bedfich ho umi rozlozit na 5-11)
a jeho vek v = 27 (ktery taky kazdy znd) a Bedfichovi zaslala hodnotu BY mod o, kteréd vysla 47, coz
je — necekané — pocet Bedfichovych prsti plus jeh vék (opét! Nahoda? Nezda se mi!).

(a) Co mé nyni Bedfich provést, aby zjistil Alzbétinu velikost bot (a kolik to teda je)? [Chceme
zjistit B = B!, coz nam staéi zjistit mod o diky B < o. Hleddme vhodné n takové, aby Z" =
(BY)* = B = B' (mod o), piicemz dle Eulera je B*(® = 1 (mod o), takze n ma spliiovat
vn = 1 (mod ¢(0)). Konkrétné fesime 270 = 1 (mod 40), coz d& o = 3 (mod 40). Hodnotu B
tedy zjistime tak, Ze Z umocnime na tfeti a zmodulime 55, takze B = 38.]

(b) Kolik dalsich ¢isel mensich nez 53 by bylo pouzitelnych namisto Bedfichova véku?  [¢(40) + 5
(¢isla 41,43,47,49,51), tedy kromé 27 jesté 20 dalsich. |

(c) Mohla by za stejnych podminek Alzbéta Bedficha informovat, Ze ji ndhle vyrostla noha a ze mé
razem nohu pétactyficitku? [ano, 4531 = 45 mod 55]

Rozklady v oborech polynomu

2. Spoditejte v uvedenych oborech ireducibilni rozklady polynomt z? — 2, resp. z* — 22 — 2:

Clz] | Rlz] Q[z] | Zslz] | Zsz]

‘ 3 —2 lezo(l —w'V/2) (x — 2)(2% + V2x + V4) ireducibilni (x+1)3 (x4 2)(2? 4 3z + 4) ‘

‘ -2 -2 | z+)(z-)(=+V2)(x—-v2) | @+D@+V2)(z—v2) | @2+ 1)(?-2) | (22+1)? | (22 +3)(z+2)(z +3) ‘
kde w = 2(—1+4V/3i) = e

3. Naleznéte vSechny ireducibilni polynomy nad Zs stupné nejvyse 4. [z, z + 1, 2° + 2 + 1, 2° + 2 + 1,
B+t e+ Lt 3+t + 1]

Rozklady v Ciselnych oborech

Rozklady na ireducibilni proky dzce souviseji s délenim, podobné pak ireducibilita s invertibilitou, proto se
v kvadratickiyjch rozsirenich tvaru Z[\/s] ¢asto hodi uvaZovat normu definovanou jako

a+by/s — |a* — sb?|

(vice o vlastnostech této normy a jejich dusledcich najdete v oddilu 3.2, resp. v Prikladech v oddilech 5.1,
5.3 ve skriptech).

4. Spocitejte v oboru Z[i] ireducibilni rozklady prvki
(a) 3 (b) 5 (c) 6 (d) 7 (e) 10 — 6i (f) 9+ 3i.
[(a)3=3()5=(2+i)(2—1i),6=3(1+i)(1—14) (c) 7=7,10—6i = —(1+14)3(4 + 1)
(d) 9+ 3i = 3(1 +14)(2 — 9)]



5. Spoditejte v oboru Z[iy/2] ireducibilni rozklady prvkii
(a) 2 (b) 3 —iv2 (c) 5—1iVv2
[(a) 2= —(iv/2)? (b) 3—ivV2=3—iV2 (c) 5 — ivV2 = —(1 +i/2)]
6. Dokazte tvrzeni Ptikladu ze str. 31 skript, které v principu fika, ze
kazdé prvocislo p spliujici p = 3 (mod 4) je ireducibilnim prvkem oboru Z][i].

(Napovéda: zkuste sporem uvazovat néjaky rozklad, pak se podivejte na normu, vyuzijte faktu, ze
prvocisla jsou v Z prvoéinitelé, a nakonec si rozmyslete néco o étvercich mod4.)

7. Ukaite, e 2 je ireducibilnim prvkem Z[iv/3], ale neni v tomto oboru prvoéinitelem. 2-2=4=
(14 iv3)(1 — i/3), ale 2 nedéli ani jednu ze zavorek]



A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:

8.* Ukaite, Ze v oboru Z[v/2] neexistuje prvek s normou 23. [Cisla tvaru o” — 2b” nemohou davat zbytky
3 ¢ 5 po déleni 8, takze ani jejich absolutni hodnoty nemohou dévat zbytek 3.]

9.* Naleznéte néjaky prvek néjakého oboru, ktery bude mit alespon ¢4 rtzné rozklady na ireducibilni
prvky.

10.* Jsou Z[v2,V/3] a Z[V2 + \/?;] tytéz okruhy? A co Q[v/2,v/3] a Q[v2 + V/3]? [Ne. Ano: polozme
a=+2++/3, pak V2 = “’2;5 -a — 2a, podobné pro v/3.]




