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Prehled

Nahodné vektory



Co uz vime

» Nahodny vektor = vektor, kde kazda souradnice je
nahodna velicina, stale jen diskrétni.

» Sdruzena pravdépodobnostni funkce (joint pmf)
pxy : R? — [0,1] je definovana pfedpisem

pxy(z,y) =P X =2&Y =y)

» Marginaini rozdéleni = rozdéleni jednotlivych souradnic

» Sdruzené rozdéleni ma vic informace, obecné nejde z
jednotlivych slozek rekonstruovat.

» Jde to pro nezavislé n.v. — tam plati (podle definice)
pxy(z,y) = px(z)py (y)
a taky (cviceni)

PX<z&Y <y)=PX <z)P(Y <y)



Marginalni rozdéleni ze sdruzeného
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. Pak

px(z)= Y PX=2&Y=y)= > pxy(zy)

Yelm(Y) YeIm(Y)

py(y)= Y, PX=z&Y=y)= > pxy(y

Xelm(X) Xelm(X)



Priklad: Multinomické rozdéleni

» Na kostce padne Cislo i s pravdépodobnosti p; pro
i1 =1,...,6. Hodime n-krat a ozna¢ime X; pocet hodu, kdy
padlo i.



Sdruzovani/Coupling — netrivialni vyuziti sdruzenych
rozdéleni

» X ~ Bin(n,p)aY ~ Bin(n,q) aprop < q

» Co mlzemeficto Fx a Fy?

> SF o (Mp*(1 — p)"* je rostouci funkce p — ale prog?
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Coupling

> X =>",X;, kde Xy, ..., X, jsoun.n.v

> Y =>" Y,kdeY,..., Y, jsoun.nyv

» Vztah X a Y je neni urCen — miZzou byt jakékoliv.
>

Zaridime, Ze nebudou nezavislé, dokonce bude vzdy
X <Y.

» Staci definovat Y; =



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» Pak Z = g(X,Y) jen.v.na (Q, F, P)
» aplati pro ni

E(g(X,Y))= > Y glayPX =2 =y).

zelmX yelmY

Véta
Pro X,Y n.v.aa,b € R plati

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).
Ddkaz byl minule, vyuzili jsme tehdy nejasny krok

E(XY) = > 2y -P(X =2&Y =)
zeIm(X),yeIm(Y)



Soucet nezavislych n.v.

» Mame-li ddno px v, jak zjistit rozdéleni souctu,
Z=X+Y"?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nahodné veliciny, tak pro Z = X +Y
plati
P(Z=z= > PX=zY=z-u1)
zeIm(X)

Pokud X, Y jsou navic nezavislé, tak



Ukazka konvoluce



Prehled

Podminéné rozdéleni



Podminéné rozdéleni
X, Y —diskrétni ndhodné veli€iny na (2, 7, P), Ae F
> pxja(z) =P(X =z |A)
priklad: X je vysledek hodu kostkou, A = padlo sudé Cislo

> pxpy(zly) = P(X =2 |Y =y) pfiklad: X, Z jsou vysledky
dvou nezavislych hodu kostkou, Y = X + Z.

px1y(6]10) =

> px|y ZPX,Y:



Sdruzené vs. podminéné rozdéleni
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Prehled

Spojité nahodné veliciny



Obecna ndhodna velicina

Definice
Nahodna veli¢ina (random variable) na (), F, P) je zobrazeni
X : Q — R, které pro kazdé x € R splriuje

{we: X(w) <z} eF.

» diskrétni n.v. je n.v.



Distribuc¢ni funkce

Definice
Distribucni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

Fx(z) =P(X <z)=P{weQ: X(w) <x).

» Fx je neklesajici funkce
> lim, o Fx(2) =0
> lim, o Fx(z) =1
> Fx je zprava spojita



Distribu¢ni funkce — dal$i ukazky



Kvantilova funkce
Pro nadhnou veliinu X definujeme kvantilovou funkci
Qx : [0,1] — R pomoci
Qx(p) :=min{zr € R:p < Fx(x)}

> Pokud F je spojita, tak Qx = Fy'.
> Qx(1/2) = median (pozor, kdyZ F'x neni rostouci)
> (Qx(10/100) = desaty percentil, atd.



Spojitd nahodna veli¢ina

Definice
N.v. X se nazyva spojita (continuous), pokud existuje
nezaporna realna funkce fx tak, Ze

Fy(z) = P(X < z) = / Fx(t)dt.
(Nékdy se téz pouziva pojem absolutné spojita veli¢ina.)

Funkce fx se nazyva hustota (probability density function, pdf)
nahodné veliciny X .



Prace s hustotou
Véta
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx. Pak
1. P(X =x) =0 pro kaZzdé = € R.
2. Pla< X <b) = [ fx(t)dt pro kaZdé a,b € R.



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Universalita unif.

Véta
Necht F je funkce ,typu distribucni funkce“: neklesajici zprava
spojita funkce s lim,_,_, F(z) =0 alim,_, - F(x) = 1. Necht
Q Jje odpovidajici kvantilova funkce.
1. NechtU ~U(0,1) a X = Q(U). Pak X ma distribu¢ni
funkci F'.
2. Necht X je n.v. s distribucni funkci F'x = F, necht F je
rostouci. Pak F'(X) ~ U(0,1).
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Stredni hodnota spojité n.v.

Definice
Necht spojita n.v. X ma hustotu fx . Pak jeji stfredni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovanaE(X) a
definovana -

E(X) :/ x fx(x)dz,

‘

pokud integral ma smysl, tj. pokud se ,nejedna o typ oo — oo .

» Analogie s vypoCtem tézisté tyCe ze znalosti hustoty.



Spojity LOTUS

Véta (LOTUS)
Pokud X je spojita n.v. s hustotou fx a g realna funkce, tak

Blo(x) = [ " g@) fx (@)da,

pokud integral ma smysl.
(Dukaz vynechame.)



Prehled

Spoijité nahodné veliCiny



Shrnuti, co uz vime

>

Fx(z) := P(X < z) distribu¢ni funkce, existuje vzdy, je
neklesajl'ci zprava spojita, F'x(—oo) =0, Fx(4+00) =1
= [ fx(t)dt pro tzv. spojité n.v. Pro ty dale plati:

>P(a§X<b P fx(t)dt, spec. tedy P(X = z) = 0 pro

v

vvyyy

kazdé z ¢ R

obecngji: P(X € A) = [, fx(t)dt, kdykoli umime pFes
mnozinu A integrovat

spec. tedyf fX t)ydt =1
E(9(X)) = |7, g(t)fx(t)dt

Pokud je hustota spojita, tak navic plati: fx = F% (z&kladni
véta kalkulu).



Uniformni rozdéleni

» N.v. X m& uniformni rozdéleni na intervalu [a, b], piSeme
X ~Uf(a,b), pokud fx(x)=1/(b—a)prox € [a,b] a
fx(z) = 0jinak.



Rozptyl spojité n.v.
E(X) = /_OO z fx(x)dx

E(X?) = /_00 22 fx(z)dz

Oznalime-li p = E(X), tak

var(X) = /_OO (z — p)? fx(z)de = B(X?) — (E(X))?
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