Algebra — cviceni 3, TeSeni
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2. (a) Spoctéte 3" mod 28. Jelikoz NSD(3,28) = 1, lze uzit Eulerovu vétu. Mame

3
©(28) = w(4)p(7) = 2-6 = 12. Zbyva urcit, kolik je 33" mod 12, Nyni jiz ovSem

nelze uzit Eulerovu vétu. Vsimnéme si ale, ze 3 -3 = —3 (mod 12). V Z;5 proto mame
3

3% = (—1)**13 pro libovolné & > 0. Jelikoz mocnina trojky je liché &islo, dostaneme 33"
mod 12 = 3. Dohromady tedy
433
3" mod 28 = 3% mod 28 = 27.
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2. (b)lSSpoététe 35 mod 28. Podobné jako v predchozim pripadu zjistujeme, kolik

je 57911 mod 12. Nyni uz lze uzit Eulerovu vétu znovu, jelikoz NSD(5,12) = 1. Nebo si

: soxe «
muzeme vSimnout, ze 5 -5 mod 12 = 1, procez 5rliché €islo® )04 12 = 5. Dostavame

13
gll

35" mod 28 = 3% mod 28 = (—1)3%> mod 28 = 19.

3. (b) Najdéte vSechna x € Z spliwjici 2z +1 = 2 (mod 3), 3z + 2 = 3 (mod 4) a
4r + 3 = 2 (mod 5). Vsimneme si, Ze 3,4,5 jsou po dvou nesoudélnia. Budeme tedy
moci pouzit Cinskou zbytkovou vétu poté, co si kongruence malinko upravime, abychom
méli vyjadiené x. Dostaneme po fadé z = 2 (mod3), z = 3 (mod4) a x = 1(modb5).
Resime jako vzorovy priklad on-line minuly tyden. V Zg, dostaneme jediné feSeni, a to
11. Mnozina v8ech FeSeni dané soustavy kongruenci potom je {60m + 11; m € Z}.

3. (c) Najdéte vSechna = € Z spliwjici 102 = 6 (mod 32) a 3z = 1 (mod 5). Nejprve
upravime na ekvivalentni soustavu kongruenci: 5z = 3 (mod 16) a = 2 (mod 5). Prvni
z nich se dale jesté ekvivalentné upravi (vynasobenim tfinacti) na = = 7 (mod 16). Rege-
nim obou dvou kongruenci je tedy 7. Z Cinské zbytkové véty pak plyne, Ze jde o jediné
feSeni v Zgg. Soustavu proto fesi pravé vSechna cela ¢isla tvaru 80k + 7, kde k € Z.

4. (a) Najdéte viechna = € Z spliwjici 22 = 1 (mod 3) a 22 = 1 (mod 7). Prvni kon-
gruence je ekvivalentni disjunkci =1 (mod 3) nebo x = 2 (mod 3). To lze hezky kom-
paktné zapsat jako 3 { z. Druhé kongruence je ekvivalentni x = +1 (mod 7). VSechna
feSeni v Zo; tedy jsou 1,8, 13,20. Mnozina vSech celo¢iselnych feSeni proto je

{2lm +n; m € Z,n € {1,8,13,20}}.

4. (b) Najdéte vsechna z € Z spliujici 22 = —1 (mod 65). Pamatujete si na dii-
kaz CZV? Jeho disledkem v nasem specifickém pripadé je, Ze zobrazeni f : Zg; —
Z5 X Zy3 definované vztahem f(a) = (¢ mod 5,a mod 13) je bijekce (dokonce izomor-
fismus okruhit). Ekvivalentné proto miiZzeme Fesit soustavu kongruenci z2 = —1 (mod 5)
a 22 = —1 (mod 13). Polynom z? + 1 mé v télese Zs kofeny 2 a —2 = 3; naproti
tomu v Zi3 jde o kofeny 5 a —5 = 8. Tim dostavame vSechna TeSeni v Zgs jakozto
F712,5), F712,8), F71(3,5), f~1(3,8). Konkrétné jde o isla 57,47, —47 = 18, —57 = 8.
Vsechna celoc¢iselna feseni pak maji tvar 65m +n, kde m € Z an € {8,18,47,57}.

5. Najdéte viechna x € Z spliujici ' = 2 (mod 5) a 28 = 1 (mod 7). Jisté nesmi byt
5| @, ani 7 | 2. Ve vSech ostatnich pfipadech mizeme pouzit Eulerovu vétu. Jelikoz



©0(5) = 4 a ¢(7) = 6, Eulerova véta 1ikd, 7e ' = 1 (mod 5) a 2% = 1 (mod 7). TakZe
vynésobime-li obé strany prvni kongruence z, dostaneme 1 = 2z (mod 5), ekvivalentné
x =3 (mod 5). U druhé kongruence potom obdrzime z? = 1 (mod 7), coz dava z = +1
(mod 7). Dostavame, ze vSechna feSeni v Zs;5 jsou 8, 13; vSechna celo¢iselna potom tvaru
35m +n, kde m € Z an € {8,13}.

7. Najdéte viechna z,y € Z spliujici 2° + z + zy = 1 (mod 7). Piedné jiste 7 { z.
Eulerova véta potom fikéd, ze 2° = 1 (mod 7). Tim se nam ptivodni kongruence upravi
na 7 | z(1+y). Vime ale, Ze 71 x, procez 7 | 1 +y, ekvivalentné y = 6 (mod 7). Mnozina
vSech Tegeni je tedy rovna {(x,y) € Z* 71z & y =6 (mod 7)}.

8. Urcete posledni tii cifry ¢isla 249'°. Pot¥ebujeme spoéitat 249 mod 1000. Sice mame
NSD(249,1000) = 1, takze lze uzit Eulerovu vétu, ale vzhledem k tomu, ze ¢(1000) =
16 - 25 = 400, moc si pri vypoc¢tu nepomiizeme. Regenim j je zapojit navic CZV.N apiseme
si 1000 = 8 - 125 a budeme poécitat 249'° mod 8 a 249' mod 125. V prvnim piipadé
dostaneme 1' = 1 a ve druhém (—1)' mod 125 = 124. Hledanym feSenim je proto
pravé takové x € Zygpo, pro néz x =1 (mod 8) a x = —1 (mod 125). Tyto vlastnosti méa
(¢irou nédhodou) &islo 249.

9. Najdéte viechna x € Zy; takova, Ze (v Zz7) plati x? + 8z = 62. Pri¢tenim 16 k ob&ma
strandm dostaneme (z + 4)> = 78 = 1. Po substituci y = x + 4 tedy hledame koreny
polynomu y? — 1 v Zz;. Tim jsme se dostali do analogické situace jako v 4 (b). ReSenim
jsou takova y € Zgz7, pro néz y = +£1 (mod 7) a y = +1 (mod 11). Konkrétné tedy
y € {1,34,—-34 = 43, —1 = 76}. Hledanymi « jsou proto —3 = 74, 30, 39, 72.

1123

10. Spoctéte 130°° mod 221. Jelikoz NSD(130, 221) = 13, nelze wit Eulerovu vétu.
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Oznacme h = 130932 . Jelikoz 221 = 13 - 17, budeme pocitat A mod 13 a A mod 17.
V prvnim pripadé dostavame ihned h mod 13 = 0. V druhém uz mizeme pouzit Eulerovu
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vétu. Jest ¢(17) = 16, bude nas tedy zajimat 93" mod 16. Pri dalsf eulerovské ite-
raci pak 32021 mod 8 = 3wliche €islo® 1,8 — 3. Py backtrackingu posléze obdrzime

#7 mod 16 = 9% mod 16 = 9.
Méame h mod 17 = 130° mod 17 = 11° mod 17 = (—6)° mod 17 = (—6)2* mod 17 = 6.
Hledame tedy @ € Zagy takové, ze = 0(mod 13) a 2 = 6 (mod 17). Z CZV vime, Ze je
takové x pravé jedno. Konkrétné se jedna o x = 91.

11. (a) Pro {p,q} = {2,3} nic takového samoziejmé nedokazete. V zadani by mélo
spravné byt, ze se jednd o dvé licha prvocisla. Pak je z € Z,, kofenem pravé tehdy,
kdyz pq | z(x + 1)(x 4+ 2). To je déle ekvivalentni tomu, Ze existuji ne nutné rizna
u,v € {x,z+1,x+2} takova, zep |uaq|v. Z CZV mame pravé jedno feden{ z posledni
dvojice podminek pro kazdou volbu u,v € {z,z + 1,z + 2}. Tim, Ze jsou obé prvocisla
lich4, je toto pfifazeni prosté, tj. rizné dvojice (u, v) davaji riznéa x. Navic raznych dvojic
(u,v) je 9, coz jsme chtéli dokazat.

11. (b) Neexistuji. Predpokladejme, Ze by existovala n&jaka takova volba a,b. Oznaéme
*+ax+b=(x—c)(x—d), kde ¢,d € Z,,. To lze, nebot tento polynom ma v Z,, néjaky
koten ¢ a d je jim ihned jednozna¢né urceno. Opét vime, Ze x € Z,, je kofenem préavé
tehdy, kdyz pq | (x — ¢)(x — d). Podobnym argumentem jako v predchozim piipadé se
ukéze, ze moznosti pro dvojice (u,v) jsou tentokrat ¢éty¥i. Tyto davaji étyfi rizné kotreny



x, pokud je ¢ # d (mod p) a soucasné ¢ Z d (mod ¢). V opa¢ném piipadé jsou nejvyse
dva koteny. Kdyz totiz napiiklad plati ¢ = d (mod ¢), pak ¢ |t —c <= ¢ | x —d.

12. Dokazte, ze lim,,_,, ¢(n) = 00. Z hodnoty Eulerovy funkce v prvoéislech (a z toho, ze
prvocisel je nekone¢né mnoho) dostavame snadno, ze limsup,, . ¢(n) = co. Zajimavéjsi
je ukédzat totéz pro limes inferior.

K tomu si sta¢i uvédomit, jak vypada vzorec pro vypocet ¢ a ze (p — 1) > p pro
libovolné liché prvodislo. V diisledku pak plati pro liché n, Ze p(n)? > n. Je-li n = 2% pro
z € N, potom ¢(n) = n/2. Dohromady pak pro libovolné n € N plati odhad p(n)* > n/2,
takze

p(n) > 5



