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@ Church (1936) dokazal nerozhodnutelnost konvertibility A-termg;
prvni pfipad dokazatelné nerekurzivni relace

@ netypovany A-kalkul umoznuje konstrukci termi tvaru FF, intuitivné
aplikaci funkce na sama sebe.

@ paradigma funkce nikoli jako mnoziny usporadanych dvojic
(funkce shodujici se na kazdém argumentu v jeho hodnoté jsou
stejné), ale jako metody vypoctu (dvé funkce mohou pro stejné
argumenty davat stejné hodnoty, pfitom vsak jde o riizné A-termy
popisujici odlisné vypocty)
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Veskeré objekty jsou termy
@ Var = v, v, ...
o aplikace: (MN)
@ \-abstrakce: Ax.M

Term = Var | TermTerm | Ax.Term

Do zakladniho jazyka je je5té mozné pridat symboly pro konstanty.
Proménné se znadi x, y, z, ..., libovolné A-termy M, N, L, ...
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Syntax - zakladni definice

@ konvence pro zapis termi
Axyz.xxyz znaci term (Ax(Ay(Az(((xx)y)z))))

@ v termu Ax.yxx ma proménna y volny vyskyt, oba vyskyty x jsou
vazané

e kombinator je uzavieny term

@ M =N, pokud M a N jsou syntakticky stejné, pfipadné az na
pfejmenovani vazanych proménnych
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Priklady terma

e id

AX.X
@ app

Afx.fx
@ comp

Agfx.g(fx)

@ selfapp

AX. XX
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Syntax - substituce

Vysledek substituce termu N za viechny volné vyskyty proménné x v termu
M se znaci M[x := N] a je definovan nasledovné:

x[x:=N]=N
ylx:=N] =y, proy #x
(PQ)[x := N] = (P[x := N])(Q[x := N])
(Ay.P)[x := N] = A\y.(P[x := N]),pro y # x
(Ax.P)[x := N] = Ax.P
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A-kalkul jako rovnostni teorie

o [-konverze
(Ax.M)N = M]x := N] (8)

@ rovnost je ekvivalence
M=M

M=N=N=M
M=NN=L=M=1L
@ rovnost je kongruence

M=N= MX=NX

M=N= XM= XN
M =N = Ax.M = Ax.N
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Par zakladnich kombinator

(i) Identita ... I = Ax.x
IM=(Mxx)M=M

(i) True ... K= Axy.x
KMN = (Axy.x)MN = (Ay.M)N = M
(i) False ... K* = Axy.y

K*MN = (Axy.y)MN = (A\y.y)N = N

Usporadanou dvojici Ize definovat jako [M, N| = Az.zMN.

[M, N True = TrueMN = M

[M, N]False = FalseMN = N
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Kombinator pevného bodu

X je pevny bod termu (funkce) F, jestlize

AFFX =X

Véta o pevném bodé

VFIX(AF FX = X)

Existence kombinatoru pevného bodu

AGVYF(A + F(GF) = GF)
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Kombinator pevného bodu

Diikaz véty o pevném bodé

Necht

X = (Ax.F(xx))(Ax.F(xx))

Potom

X = (Ax.F(xx))(Ax.F(xx)) = F((Ax.F(xx))(Ax.F(xx))) = FX

Curryho kombinator

Y = M .(Ax.f(xx))(Ax.f(xx))
YF = (Ax.F(xx))(Ax.F(xx))
= F((Ax.F(xx))(Ax.F(xx)))
= F((M.(Ax.f(xx))(Ax.f(xx)))F)
= F(YF)
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Pocitani s Curryho kombinatorem

F = Y(Afx.xf)
= (Mx.xf)F
= Ax.xF, tedy

FX = XF

F = Y(Afx.fxx)
= (Ax.fxx)F
= Ax.Fxx, tedy

FX = FXX
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@ z rovnosti

(A.M)N = M[x := N] (8)
nas zajima hlavné =, tomu budeme fikat S-redukce

@ leva strana rovnosti se nazyva redex (reducible expression)

@ napriklad
(Ax.x+5)6=6+5

se Cte jako "6+5 je vysledek vypoctu (Ax.x + 5)6" a ne naopak
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Kompatibilni relace

Binarni relace R na A-termech je kompatibilni, jestlize plati
MRN = (ZM)R(ZN)

MRN = (MZ)R(NZ)
MRN = (Ax.M)R(Ax.N)

Tedy R je kompatibilni vzhledem k aplikaci a A-abstrakci

© Kongruence je kompatibilni ekvivalence

@ Redukce je kompatibilni, reflexivni a tranzitivni relace
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Redukce a konvertibilita

(i) (jednokrokova, one-step) [3-redukce — g

(A.-M)N —5 M[x := N]
a —3 je kompatibilni vzhledem k aplikaci a A-abstrakci

(i) (vicekrokova) [3-redukce —» 3 je reflexivnim a tranzitivnim
uzavérem —g

(iii) p-konvertibilita =3 je nejmensi ekvivalence obsahujici — 3

Z definice —3 je redukce a =g je kongruence.
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Priklady

o (Axy.xy)MN — 3 MN, protoze (Axy.xy)MN — g (Ay.My)N —5 MN
e (Ax.x +5)6 —3 11, ale nikoli naopak

0 (Ax.xx)(Ax.xx) =g (Ax.xx)(Ax.xx) =5 (Ax.xx)(Ax.xx)...

Pozorovani

M= N&A-M=N
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Normalni forma

A-term je v B-normélini formé, pokud nema podterm tvaru (Ax.M)N, tedy
pokud neobsahuje [3-redex jako podterm.

E.g. K= Xxy.x je v NF, Y = Af.(Ax.f(xx))(Ax.f(xx)) neni v NF.

A-term M ma [-normalini formu, pokud existuje N takové, ze M =g N
a N je v B-normalni formé.

E.g. IK ma NF, protoze IK —3 K.
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Church-Rosserova vlastnost

Pokud M —g Ny a M —3 Na, potom existuje N, Ny -3 N a No =35 N.
Jinymi slovy, pro kazdé dva redukty termu M existuje jejich spolecny

redukt.

AN
e

Figure 1: Church-Rosserova vlastnost (obrazek z némecké wiki)
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Disledky Church-Rosserovy vlastnosti

Nejdriv se indukci ukaze, ze B-konvertibilni termy maji spolecny redukt.
(Church-Rosser se vyuzije u tranzitivity.) Z toho plyne nasledujici:

Jedine¢nost normalni formy

Kazdy A-term ma maximalné jednu 3-normalni formu.

Bezespornost \-kalkulu

A¥ M = N pro néjakée M a N.

Kdyby platilo A - K = K*, potom K =3 K*, z Church-Rossera maji

K a K* spolecny redukt. Spor s tim, ze K a K* jsou dvé odlisné normalni
formy.

Existuji termy bez 3-normalni formy

Q = (Ax.xx)(Ax.xx) neni v -NF a redukuje pouze na sebe sama.
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Priklady

(i)
(Ax(Ay.xy)a)b =3 (Ay.by)a —3 ba
(Ax(Ay.xy)a)b =3 (Ax.xa)b —g ba
(ii)
KQl —8 ()\yQ)I —B Q —B Q...
(iii)

Y 5 AFFY =5 AFF(FY)...
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Redukéni strategie

Nasledujici dvé definice se vazi na redukci — 3.

Definice (neformalni)

Redukéni strategie je funkce £ : A — A, pro kazdy term urdi, ktery redex se
ma redukovat.

v

Definice (neformalni)
Nejlevéjsi (left-most) strategie je takova strategie, kterad u kazdého termu
M vybira nejlevéjsi redex (tzn. takovy redex, jehoz pfislusny A-symbol je
nejlevéjsi z A-symbold viech redexi v M).
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Normalizace

Redukce R je (slabé) normalizujici, pokud existuje strategie redukujici
kazdy term na jeho R-normalni formu.

Pozorovani

—»g neni normalizujici. (2 nema -normalni formu.)

Véta o normalizaci

Pokud ma M -normalni formu, vede k ni iterovana kontrakce nejlevéjsiho
redexu.
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Priklady

(i) KIQ =5 KIQ —5 KIQ ..., pokud se v kazdém kroku redukuje €,
a zaroven KIQ —g I, pokud se redukuje zleva.

(i) Pro libovolny M plati YM =3 M(YM), ale neni pravda, ze
YM —g M(YM) nebo M(YM) —5 YM.
Existuje tzv. Turingiiv kombinator pevného bodu, pro ktery plati levy
disjunkt: © = AA, kde A = (Axy.y(xxy)).

OM = ((Axy.y (xy)) (Axy-y (xxy)) )M
= AAM
—p (\y.y(AAy))M
—5 M(AAM)
= M(OM)
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Appendix - postup kédovani

@ zakédovani aritmetiky: NUM, SUCC, PLUS, TIMES, POWER, PRED,
SUB

@ zakdédovani logiky: TRUE, FALSE, IFTHENELSE, ISZERO

© zakoédovani A-termi: podle konstrukce termu, kazdy term je
reprezentovan dvojici pfirozenych Cisel, levy prvek je Cislo posledniho
kroku kostrukce a pravy je kéd prislusného podtermu; e.g. Cislo
aplikace se ziska nasledovné

#(MN) = [2, [#M, #N]],

pficemz dvojici pfirozenych Cisel Ize rekurzivné kédovat jednim Cislem,
tedy taky A-termem reprezentujicim pfislusny numeral
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Appendix - postup dikazu nerozhodnutelnosti rovnosti

Véta (Kleene

Existuje "interpret’ A-term E, ze pro kazdy term M plati

E[M] =M

Druha véta o pevném bodé

Kazda netrivialni mnozina A\-termt A (A # A, A # () uzaviena na rovnost
(X € A X =Y =Y € A) je nerekurzivni (#A = {#M|M € A} ¢ A;).

Protoze je A-kalkul kostistentni, rovnost termi je nerozhodnutelna.
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