Algebrou proti koronaviru III
(cvi¢eni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je mizete vynechat)

Eulerova funkce & Eulerova véta

1. Uréete hodnotu

(a) ¢(600). 160

(b) ¢(7425) (mohlo by se hodit vedét, ze 7425 = 27 - 25 - 11). [3600]
2. Spocitejte

(a) 35" mod 28 [19]

(b) 100%9” mod 39 1]

(c) 100%™ mod 40 [0; 10000 = 250 - 40]
3. Urcete posledni tii cifry ¢isla 24919, [249; zajima nas 249! mod 1000 a po litém boji zjistime, ze

2492 mod 1000 = 1]

Cinska véta 4.13 (o zbytcich)

4. Najdéte vSechna x € Z splnujici

(a) Q=

T

2 (mod 3)
4 (mod 7) [168m + 11, m € Z]
3 (mod 8).

2z +1=2 (mod 3)
(b) ¢3z+2=3 (mod 4) [60m + 11, m € Z; kazdou rovnici pfevedme na tvar 2 = a (mod b) a
4r 4+ 3 =2 (mod 5).
pak postupujme jako obvykle]

5. Najdéte vsechna x € Z splnujici

(a) 22=1 (mod 3) a 2> =1 (mod 7). [z =21m+ 1,z =2lm+8, x = 21lm + 13
a x = 21 + 20, kde m € Z; z prvniho cvi¢eni vime, Ze rovnice 22 = 1 (mod p) ma pro prvocislo p
feSeni pravé +1 + k - p, k € Z, dostaneme tedy 4 mozné soustavy (kombinace) linedrnich rovnic]

(b) 22 = —1 (mod 65). [t =65m+ 8, z = 65m — 8, z = 65m + 18 a x = 656m — 18,

2?2 = —1 (mod 5)

kde m € Z; pouzijme CVZ naopak: pfevedme na soustavu , kde je mozné

2?2 = —1 (mod 13)
napiiklad feseni odhadnout, a nasledné ,zvednéme* feSeni zpét (mod 65)]
6. Najdéte piiklad, na kterém bude vidét nezbytnost pfedpokladu nesoudélnosti &isel m; v Cinské Vété

=0 12
4.13 ve skriptech. [Napft. ’ o
x =1mod4



A pro odvazné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnyjch prikladi navic:

7.

8.

10.*

117

12.*

137

14.*

[80m + 7, m € Z)]

10z = 6 (mod 32)
3x =1 (mod 5)

Najdéte viechna z,y € Z spliujici 2% + x + 2y =1 (mod 7). [z # 0,y =6 (mod 7); podle Eulerovy
véty pro nenulové x plati 2% = 1 mod 7, tedy se rovnice redukuje na x(1 + y) = 0 mod 7, coz je (diky
tomu, Ze 7 je prvocislo) ekvivalentni podmince 2 = 0 mod 7V y = 6 mod 7]

. Najdéte vSechna z € Z splitujici #!! =2 (mod 5) a 2® =1 (mod 7). [z =35m + 8 a z = 35m + 13,

m € Z

Spocitejte
(a) 333333 mod 28. [27; Eulerova véta stale dokola s tim, ze 35" = 1 mod 2]
(b) 35791113 mod 28. [19, Eulerova véta stale dokola]

Dokazte, ze 13 dé&li 2332 + 2933 4 3634,  [skrze modularni aritmetiku, resp. Eulerovu vétu zjistime, 7e
plati 232 =9 (mod 13),29%% =1 (mod 13),36%* = 3 (mod 13) a soucet je tedy modulo 13 roven 0.]

2021123

Spoctéte 130%° mod 221.  [91; bud pomoci Eulerovy véty (pozor na predpoklad nesoudélnosti)
nebo skrze CVZ rozdélenim na dvé kongruence mod 17 a mod 13]

Najdéte vSechna x € {0,1,...,76} spliujici 22 + 8x = 62 (mod 77). (30,39, 72, 74; prevedme
na 2 +8xr + 15 = (x +3)(z +5) =0 (mod 77), pomoci CVZ vyfesme modulo 7, resp. 11 ¢étyfi mozné
pripady a ,zvednéme* zpét modulo 77]

Necht jsou p, ¢ dvé rtizné prvodisla.
(a) Dokazte, ze ma polynom 3 + 322 + 2z v okruhu Z,, pravé 9 kofen. [deveét

z =b (mod q)
(pro¢ jsou po dvou ruzné?, pro¢ jsou vSechny?) |

= d
soustav {x @ (modp) e abe {0, pq — 2, pq — 3} déva diky C'VZ hledanjch devét kofent

(b) Rozhodnéte, zda existuji a,b € Zyq, aby mél polynom z? + ax + b v okruhu Z,, pravé 3 kofeny.
Neexistuje - viz predchozi ivahu: v Z, by musel mit 3 kofeny (a v Z, pak jeden), coz pro
P q
kvadraticky polynom nelze.|



