Algebra Druha

Doporuceny prichod sadou: aspon jeden z bodi v 5 a 8, 1, 2, 3, déle dle libosti. Vysledky jsou na posledni
strané.

Polynomy nad neobory

1. Najdéte vsechny kofeny polynomu f = 22 + x € Zg[x] v okruhu Zg a napiste vSechny rozklady (az na
poradi) tohoto f na soucin kofenovych ¢initeld, tj. na sou¢in tvaru (x —a)(z —b), kde a, b jsou kofeny.

2. V okruhu Z;[x] naleznéte polynom stupné 2 majici maximalni mozny pocet (po dvou riznych) kofend.

(Népovéda: Nemusi jit o monicky polynom.)
Podilové téleso

3. Dokazte, ze podilové téleso oboru
Zli] = {a+bi | a,b € 7}
lze ztotoznit s télesem
Q) = fa+bi|a,be Q)
(nejprve tvrzeni presné zformulujte). (Néapovéda: Je tfeba vyrobit zobrazeni, ktery zlomku — tj. prvku podilového

télesa — tvaru (a + bi)/(c + di) ptifadi vhodny prvek Q[é] a ukazat, ze jde o isomorfismus.)

4. Najdéte priklad nekonec¢ného télesa kladné charakteristiky. (Napovéda: Miize pomoct konstrukce podilového

télesa.)

Déleni polynomu se zbytkem

5. Vydélte se zbytkem polynomy

(a) (z*+ 323 +422 +2+3): (22 +2) v Z[x] a v Zs[z];
®) @0+ 2%+ 2"+ a5+ a3+ 2?2+ 2): (v + 1) v Zo[z];
(c) (z* + (1 —d)a + (344922 +2+2): (224 (1 +1)) v oboru Clz].

6. Necht T je téleso a f,g € T[z]. Ukazte, ze pokud f | g a ¢ | f (jinymi slovy f déli g beze zbytku a g
déli f beze zbytku), pak existuje nenulové u € T takové, ze f = ug.

7. Necht je T téleso, a € T a p € T[z]. Co je zbytkem po déleni polynomu p binomem = — a? (Nipovéda:

2™ — a™ je ndsobkem x — a pro vSechna n € N.)

Pro hleddini NSD v T[z|, kde T je téleso, lze analogicky jako nad oborem celych cisel vyuzit Eukleidiv
algoritmus, resp. jeho rozsirenou verzi, chceme-li se navic dobrat i Bézoutovych koeficienti. K tomu je
potreba si ujasnit jen pdr drobnosti. Predné, Ze algoritmus skonct, jelikoZ pri déleni polynoma se zbytkem je
stupern zbytku vZdy ostre mensi nez stupen délitele. Ddle, Ze NSD je ze vsech spolecnych déliteli ten nejuétsi
vzhledem k relaci |, a tudiZ je uréen aZ na ndsobek nenulovym prvkem u € T, jak plyne ze cviceni vyse.
Nakonec: Bézoutovy koeficienty budou obecné prvky z T|x], nikoliv pouze z T.

8. Spoctéte NSD(f, g) a piislusné Bézoutovy koeficienty pro polynomy

(a) f=a>+2>+x+1ag=a?+2x+2 v oboru Zg[z] a v oboru Zs[z];
(b) f=a3—2>—2—-2ag=2a3—22%+ 3z — 6 v oboru Q[z].



Neéjaké zajimavéjsi priklady
9. Rekneme, ze (ne nutné komutativni) okruh R je booleovsky, pokud (Vr € R)r? = r. Dokaite, Ze
booleovské okruhy jsou komutativni.

10. At R je (komutativni) obor prvoéciselné charakteristiky p a n € Ny. Ukazte, Ze potom pro kazdé a,b € R
plati (a + b)P" = a?" 4 b*". Jako disledek odvodte, Ze ,mocnéni na p“ je prosty endomorfismus oboru
R (k4 se mu Frobenitiv).

11. Je-li Q[r] nejmensi podokruh télesa R obsahujici QU{7}, dokazte, ze jsou okruhy Q[z] a Q[r] izomorfni.
(Vyuzit muzete faktu, ze 7 neni kofenem zadného nenulového polynomu s racionalnimi koeficienty.)



Vysledky
1. 0,2,3,5, 22 +z =x(x —5) = (z — 3) (v — 2)
2. napt. 522 + 5z = 5z(z + 1) m4 10 kofenti
4. napt. podilové téleso Z,(x) oboru Zy[z], kde p je prvocislo
5. 2% + 3z + 2, zbytek —5x — 1 € Z[x], resp. zbytek 4 € Zs[z]
5. 2% + 2% + 2% + 2% + 1, zbytek 1
5. 22 + (1 — i)z + 2 zbytek —x — 2i
8.2=02z+1)f+(@®+z+2)gvZsrlaz+3=f+ 4o+ 1)g v Zs[z]

8. Tx —14=(—z-2)f +(x+3)g



