Algebra — cviceni 3

(pfiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni bez hvézdi¢ek, pfi¢emz muzete
vypustit libovolny jeden z nich)

Zakladni priklady

Piipomerime z predndsky FEulerovu vétu, kterd iikd, Ze pro a € Z a m € N plati a?™) = 1 (modm), pokud
jsou a,m nesoudélnd. Jelikoz lze kazdé e € N zapsat ve tvaru e = kp(m) + z, kde 0 < z < ¢(m) a k € Ny,
je mozné€ — za predpokladu nesoudélnych a,m — pocitdt pomoci Eulerovy véty

a€ = aFPm+e = qrgem® = gz gk _ g (modm).

Zatimco tedy v zakladu mizeme kdykoliv ,vymodulit® m, v exponentu lze kdykoliv ,vymodulit® p(m), pokud
je splnén predpoklad véty. VyuzZivdime samoziejme, Ze pro 1 < m = p1® ----- ", kde p; jsou po dvou riznd

prvocisla, plati
n

pm) =[] — Dpi“™" & 1) =1
=1
1. Spocitejte

(a) 100%™ mod 40.
(b) 100%™ mod 39.

[\

. Spocitejte
33°
(a) 3 mod 28.
5791113
(b) 3 mod 28.
3. Najdéte vSechna x € Z splnujici

(a) =2 (mod 3), x =4 (mod 7) ax =3 (mod 8).
(b) 2z +1=2 (mod 3),3x+2=3 (mod 4) a 4z + 3 =2 (mod 5).
(¢) 10z =6 (mod 32) a 3x =1 (mod 5).

4. Najdéte vSechna x € Z splnujici
(a) 22=1 (mod 3) a 22 =1 (mod 7).
(b) 2?2 = —1 (mod 65).
Dalsi pocitani
5. Najdéte vsechna = € Z splitujici ' =2 (mod 5) a 28 =1 (mod 7).
6. Dokazte, ze 13 déli 2332 + 2933 + 3634
7. Najdéte vechna z,y € Z spliwjici 2% + x + 2y = 1 (mod 7).

8. Urcete posledni tii cifry ¢isla 24919,



9. Najdéte viechna x € Z77 takova, ze (v Zq7) plati 22 + 8z = 62.

1123

3202
10X Spoététe 1307 mod 221.
11* Necht jsou p, g dvé riizné prvocisla.

(a) Dokazte, ze ma polynom 3 + 322 + 2z v okruhu Z,, pravé 9 kofen.

(b) Rozhodnéte, zda existuji a,b € Z,,, aby mél polynom 22 + az + b v okruhu Z,, pravé 3 kofeny.

12* Dokazte, ze lim,, o ¢(n) = 0.



Par feseni pro inspiraci.

1. (a) Pozor 40 a 100 jsou soudélné. Reseni je ale snadné 100 - 100 mod 40 = 5-20-2-50 mod 40 = 0 =
100%” mod 40 = 0.

1. (b) Jelikoz jsou 39 a 100 nesoudélna, mizeme uzit Eulerovu vétu. Pro zac¢atek mame ¢(39) = 2-12 = 24.
Dale potiebujeme zjistit, kolik je 99 mod 24 = 3% mod 24. Tady ale jsou 3 a 24 soudélna éisla, takze
zadna Eulerova vétal

MiZeme si ale pomoci jinak. Mocnina trojky je jisté néjakym nasobkem t¥i, takze si napiSeme 3z =
3% (mod 24), coz je ekvivalentni = 37 (mod 8). Jiz vime, ze liché &islo na druhou modulo 8 je jedna, takze
37 mod 8 = 3. Pro x = 3 pak dostavame, ze 3°® mod 24 = 9.

Vime tedy, ze 99% mod 24 = 9 a zbyva spoéist 100° mod 39 = 22° mod 39 = 2°-11° mod 39. Jelikoz
112 mod 39 = 22, mame 2° - 11° mod 39 = 11-2!7 mod 39 = 11-4 - (—7)3 mod 39. Posledni krok plyne
z 2° = —7(mod 39). Kone¢né 11 -4 - (—7)> mod 39 =5-(—7) - 10 mod 39 =40 mod 39 = 1.

3. (a) Postupnym dosazovanim dostavame: x = 3k+2 pro k € Z; 3k+2 = 4 (mod 7) <= k = 10 = 3 (mod 7);
mame k = 7l +3 prol € Z, a tedy x = 3k +2 = 3(7l + 3) + 2 = 21l 4+ 11; dosazenim do posledni
kongruence pak 21l + 11 = 3 (mod8), coz je ekvivalentni 8 | 51, coZ je totéz jako 8 | I. Dohromady proto
x =211+ 11 = 21(8m) + 11 = 168m + 11, kde m € Z.



