Algebra — cviceni 2, feSeni

2. (a) Tohle jsme si fekli on-line, ale byl jsem upozornén, ze v definici homomorfismu
okruht z prednéasky neméte podminku, ze 1 se musi poslat na 1 (jde-li o homomorfis-
mus mezi okruhy s jednotkou). To je z mnoha duavodu nestastné. Stézi existuje né&jaky
prirozeny kontext, kde by davalo smysl se bavit o homomorfismech mezi dvéma okruhy
s jednotkou, které nemuseji jednotku zachovavat (ale zachovavaji nasbeni a s¢itani). Pro
definici z prednasky by tedy bylo fesenim piikladu i a = 0, ale domluvme se, Ze na cvicent
naddle budeme uvaZovat jen okruhy s jednotkou a homomorfismy okruhi, které jednotku
zachovavayi.

4. a) At pro spor existuje okruhovy izomorfismus f : Q[v/n] — Q, kde n € Z je takove,
ze y/n je iracionélni. Podle toho, co jsme si fekli on-line, musi platit f(n) = n. Zaroven
ovsem n = f(n) = f(y/n-v/n) = f(v/n)f(y/n), coz znamena, Ze f(y/n) je racionalni &islo,
jehoz druhou mocninou je n, tj. jde o kofen polynomu z? — n € Q[z]. Tyto kofeny jsou
ale pravé dva v/n a —y/n a oba jsou iracionalni, spor.

b) At pro spor existuje okruhovy izomorfismus g : Q[/p] — Q[,/q], kde p, ¢ jsou riizna
prvodisla. Opét vime, ze g(p) = p, a tedy také, ze p = g(p) = g(/p-/p) = 9(y/p)*. Jelikoz
ma polynom z* — p v R pouze dva kofeny +,/p, nutné plati, ze g(\/p) € {\/p, —/P}-
At jiz je znaminko takové ¢i onaké, v dusledku dostavame /p € Q[,/q]. Existuji proto
a,b € Q takové, ze \/p = a+ b\/q.

Umocnime na druhou a dostaneme p = a? + 2ab\/q + b%q. Jelikoz je V/q iracionalni,
musi nutné ab = 0. Dostavame bud p = a?, coz je ihned spor, nebo p = b%q. V tomto
druhém pifpadé napiseme b = m/n, kde m € Z a n € N. Vynasobime obé strany n? a
obdrzime pn? = m?q. To je spor se zakladni vétou aritmetiky; napiiklad proto, Ze na levé
strané je v rozkladu na prvocisla lichy pocet p, zatimco na pravé strané je sudy pocet p
(coz samoziejmé zahrnuje i mozny nulovy pocet).

5. Prostym dosazenim prvki ze Zg zjistime, ze kofeny jsou 0, 2,3,5. To nam dava dva
rozklady: 2?+x = (z—5)z a 2>+ 2z = (x—2)(z—3). K tomu, Ze jich nenf vice, si napifklad
sta¢i uvédomit, Ze vydéleni 22 + x libovolnym kotfenovym ¢initelem je jednoznacné. Stale
nam zde totiz plati vztahy mezi kofeny a koeficienty: je-li 22 + ax + b = (z — k)(z — 1),
pak —(k + 1) = a, pro¢ez pii fixovanych a a k existuje pravé jedno [, a sice —a — k.

6. Staci uvazit polynom 5z + 5z = bx(x +1) = 5z(5x + 1). Ten m4 zfejmé deset korent.
Zaroven zde miizete vidét, Ze vydéleni polynomu 5z% + 5 polynomem 5z jiZ jednoznacné
neni. (To souvisi s tim, Ze v Z1y neni jednoznacné déleni péti. Napt. 5-1=5-5=25.)

7. Na cviceni jsem fikal, Ze zde staci uvazovat podilové téleso oboru Z[i] jakozto podtéleso
télesa C sestavajici z prvku ‘C’IZ;, a,b,c,d € Z,c+ di # O}. Pokud bychom chtéli byt ale
opravdu poctivi, pak bychom se na zlomky Zisz méli divat ne jako na komplexni ¢isla, ale
jako na jisté ekvivalenéni bloky reprezentované dvojicemi (a+bi, c+di), s nimiz se po¢ita
tak, jak bylo Feceno na prednésce, kdyz jste se bavili o podilovém télese. Oznacime-li @)
toto formélni podilové téleso, budeme prirozené chtit ukazat, ze je izomorfni télesu Q(7).

Zadefinujeme si proto zobrazeni f : ) — C vztahem f (gig;) = ‘Clj_rsz, kde se na pravé
strané divame na zlomek klasicky jako na komplexni ¢islo, ale v argumentu zobrazeni f
jakozto na formalni vyraz.

Predné se musime zeptat, zda je viibec takto definované zobrazeni korektni. Zda nezé-
visi na volbé reprezentanta ekvivalenéniho bloku. K tomu si musime pripomenout, kdy
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tehdy, kdyz (a + bi)(¢ + d'i) = (a’ + 'i)(c + di) plati v Z[i]. Souhrou naprosto piedvi-
datelnych okolnosti totéz plati pro zlomky v komplexnich ¢islech. Z toho ihned vidime
nejen, ze je zobrazeni f korektné definovano, ale také, Ze je prosté.
K tomu, abychom ovérili, Ze se jedna o homomorfismus okruht, si musime pfipomenout,
0

jak jsou 0,1 a bindrni operace s¢itani a nasobeni definovany v Q. Zjistime, ze 0 = 7 a

1= %, a tedy f(0) =0 a f(1) = 1. Operace s¢itani a nasobeni jsou (opé&t nikoliv ¢irou
nahodou) definovany v télese ) pravé tak jako séitani a nasobeni zlomki. Dostavame, ze
f je prosty homomorfismus.

Jeho obrazem (chcete-li oborem hodnot) je pravé mnozina vSech komplexnich ¢isel tvaru

e+ kde a,b,¢,d € Z. Po tpravé dostaneme 4% — (a+cb?i)+(§;di) = actbd 4 beedi € Q(4).
Jelikoz obraz homomorfismu f je izomorfni kopie télesa @), jedné se jisté o podokruh
télesa C (jde dokonce o podtéleso). Tento podokruh obsahuje (pro volbu b = d = 0)
v8echna racionélni ¢isla a zéroven i i (pro volbu @ = d = 0 a b = ¢ = 1). Dohromady

proto musi byt tento podokruh roven télesu Q(q).

9. Uvedu pouze vysledky pro kontrolu. Pro (a) mame podil z*+3x+2 a zbytek —5z—1 €
Z|x], resp. zbytek 4 € Zs[x]. V ¢asti (b) pak vyjde 2 + 25 + 2° + 2% + 1, zbytek 1.

10. Misto oboru T[z] mtizeme uvazovat libovolny obor R. Vime-li, Ze existuje ¢ € R
takové, ze cf = ¢, a zaroven d € R takové, ze dg = f, pak je cdg = g. Pokud je g = 0
nebo f =0, pak ¢ = f = 0 a muzeme volit u = 1. V opa¢ném pripadé muzeme v rovnosti
cdg = g vykratit nenulové g, ¢imz obdrzime cd = 1. Volbou u = d pak méme f = ug,
pfi¢emz u je invertibilnim prvkem oboru R. Ve specialnim piipadé, kdy R = T[x], tedy
dostavame, ze u € T, u # 0 (polynom jiného nez nulového stupné nad oborem k sobé
nem4 inverzni prvek).

11. Opét pouze vysledky pro kontrolu. (a) NSD(f, g) = 2 = (2z+1) f+(2*+2+2)g v Z3|x]
aNSD(f,g) = 2+3 = f+(4da+1)g v Zs[z]. (b) NSD(f,g) = Te—14 = (—x—2) f+(2+3)g.
Samoziejmé, vzhledem k tomu, ze NSD je ur¢en az na nésobek invertibilnim prvkem, lze
misto 2 € Zs[x] v (a) dostat jako vysledek i 1, misto x + 3 € Zs[x] zase napt. 2z + 1
¢i 3z + 4. Nakonec v ¢asti (b) lze za NSD vzit i © — 2, ovSem pak budete potiebovat
Bézoutovy koeficienty, které nelezi v Z[x].

12, Jistée v = y = 2 = w = 0 je FeSenim. Rikejme mu tfeba nulové. Predpokladejme,
ze existuje jeSté néjaké jiné. Pak jisté w # 0. Dale uvazujme néjaké feSeni s nejmensi
moZnou kladnou hodnotou |w|. VyuZzijeme napovédu, abychom dostali, ze 2 + y* + 22 =
7w? (mod 8). To lze ekvivalentné upravit (pfictenim w? k obéma stranam) na 8 | z2 +
y* + 2% + w? Vzpomeneme si na cvi¢eni z minula, kde jsme si v&imli, Ze a? = 1 (mod 8)
pro libovolné a liché. Analogicky vypozorujeme, Ze a? = 0 (mod 8) nebo a* = 4 (mod 8),
pokud je a sudé.

Z posledné zminéného snadno vyplyva, ze aby 8 | #2 + y* + 2% + w?, musi byt viechna
¢isla x,y, z,w suda. To ovéem znamen4, Ze v pivodnim vztahu 22 + y? + 2? = 15w? mi-
zeme obé strany vydélit ¢tyimi, ¢imZz dostaneme, Ze i (x/2,y/2,2/2,w/2) je (nenulovym)
celodiselnym fesenim. To je spor s uvazovanou minimalitou hodnoty |w|. Zadné nenulové
celoc¢iselné TeSeni zadané rovnice proto neexistuje.

13. K dikazu potfebujeme i operaci s¢itani a distributivitu; se samotnym nasobenim si
nevystac¢ime. Pro a,b € R budeme poé&itat (a + b)?. Dostaneme

a+b=(a+b)?=a*+ab+ba+b*=a+ab+ba+b,

kde vyuzivame v prvni a posledni rovnosti booleovskost okruhu. Po odecteni a + b ob-
drzime 0 = ab + ba, coz dava ab = —(ba). Toto musi platit pro vSechna a,b € R, tedy i



pro volbu a = b, ktera tsti v a = a®> = —(a?) = —a. To je ale opét vlastnost viech prvki
a € R. Specialné i pro libovolny soucin ba obdrzime ba = —(ba). Dame-li vSe dohromady,
méame kyzené ab = ba.

14. Pro n = 0 dokazovany vztah trivialné plati. Bud déale n > 0. Oznacime-li o : R —
R zobrazeni definované vztahem o(a) = a?, pak je jists (a + b)?" pouhou n-nasobnou
aplikaci zobrazeni o na prvek a + b, tj. (a +b)?" = o"(a + b). Staci proto, abychom
dokazali, ze (a + b)P = aP + bP. Zbytek plyne piimocate indukei.

Neprekvapivé uzijeme binomickou formuli: (a + b)P = Y-%_, (?)afbP~". MiZeme ji ale
vubec pouzit? Pocitdme v néjakém blize nespecifikovaném oboru R. Jak tam chapeme
kombinacni ¢islo? Jelikoz binomicka formule je jen vysledkem vicenésobné aplikace distri-
butivity (a ovSem i asociativity a komutativity séitani a nasobeni), neni kombinaéni ¢islo
ni¢im jinym, nez sou¢tem odpovidajicitho poc¢tu jednicek. Z definice (g) = #ik)! e N,
pricemz vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo, nemize se p v Citateli zkratit s zadnym
¢initelem z jmenovatele, pokud 0 < k£ < p. Jinak fe¢eno, pro 0 < k£ < p mame p|(’lz),
coz v oboru charakteristiky p znamené, ze (i) = 0. Z binomické formule proto zbyva
(a+b)P = aP + bP.

Ukazali jsme, Ze o zachovava s¢itani. Zaroven jisté o(1) = 1 a o(ab) = (ab)? = aPb? =
o(a)o(b). Zobrazeni o je tedy endomorfismem oboru R. Navic je prosté, jelikoz o(a) =
o(b) implikuje 0 = a? — b = aP 4 (—b)?, kde posledni rovnost jisté plati pro p liché a plati
i pro p = 2, jelikoz v tom pfipadé b = —b; méame proto 0 = o(a) + o(—b) = o(a — b) =
(a — b)P, coz je v oboru mozné pouze pokud a — b = 0.

Vsimnéte si, ze toto tvrzeni nam pro konecné téleso T charakteristiky p usnadinuje
tpravy v T[z]. Kupiikladu pro p = 3 mame (z* + z + 1)3 = 26 + 23 + 1.

15. Bud 0 # f € RJ[z], kde R je obor. Dokazujeme indukei podle stupné polynomu f.
Je-li tento stupen roven 0, pak tvrzeni jisté plati.

Predpokladejme, Ze stupen polynomu f je n > 0. Nema-li f v R Zadny kofen, tvrzeni
trivialné plati. At je tedy a € R kofenem polynomu f. Vydélime (algoritmem déleni
polynomt se zbytkem) f kofenovym ¢initelem = — a. Dostaneme f = (z —a)g pro n&jaky
g € Rlz] stupné n — 1. Uvazujme nyni libovolny kofen b € R polynomu f. Dosazenim
dostavame 0 = f(b) = (b — a)g(b). Jelikoz je R obor, musi byt bud b — a = 0, nebo
g(b) = 0. Proto je b bud kofenem polynomu g, kterych je z indukéniho predpokladu
nejvyse n — 1, nebo b = a. Dostavame, ze f ma v R nejvyse n korenu.

16. Uvazujeme zobrazeni d : Q[z] — Q[r] takové, ze d(>_,_, axx®) = > p_, axm". V ar-
gumentu zobrazeni d mame polynom s racionalnimi koeficienty, zatimco na pravé strané
je (po dosazeni) soucet soucinti a,m* pres k jdouci od 0 do n spoéteny v okruhu Q[r].

Neni tézké ovérit, ze d je homomorfismus okruh. Rik4 se mu dosazovaci. Tato termi-
nologie se pouziva kdykoliv do polynomi nad néjakym okruhem dosazujeme prvek z jeho
(komutativniho) nadokruhu. Ovéfeni toho, Ze d je skutetné homomorfismus, se redukuje
na pozorovani, Ze operace dosazeni do polynomu komutuje se s¢itdnim a nasobenim (a ze
d(l) =1).

V obrazu homomorfismu d se nachazi jak m = d(z), tak libovolné ¢ € Q, jelikoz
q = d(q). Zéaroven je obraz jisté uzavieny na operace s¢itani a nasobeni, proc¢ez musi byt
roven celému Q[r]. Koneéné d je prosté. Kdyby totiz d(f) = d(g), pro néjaké f # g, pak
d(f —g) = (f — g)(m) =0, coz by byl spor s pfedpokladem, Ze 7 neni kofenem zadného
nenulového polynomu s racionalnimi koeficienty:.



