Algebrou proti koronaviru I
(cviceni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je muzete vynechat)

Okruhy & obory II

1. Dokazte (napiiklad sporem jako na cviku), ze okruhy Q[v/3] a Q[v/2] jsou neizomorfni.  [Kdyby mél
existovat izomorfismus ¢ : Q[v/3] — Q[v/2], pak by muselo platit »(3) = »(v/3v3) = p(V3) - ©(V/3),
tj. prvek p(v/3) € Q[v2] by fungoval jako odmocnina ze tii.]

2. Je-li Q[r] nejmensi podokruh télesa R obsahujici QU{r}, dokazte, ze jsou okruhy Q[x] a Q[r]| izomorfni.
(Vyuzit muzete faktu, ze 7 neni kofenem zadného nenulového raciondlniho polynomu). [Zobrazeni
¢ : p(x) — p(m) je homomorfismus oboru a fakt, ze m neni kofenem zadného nenulového racionalniho
polynomu, je tieba k dukazu prostoty.]

3. Necht R je komutativni okruh s jednotkou. Pro libovolné a € R uvazujme zobrazeni f, : R — R
definované vztahem fo(r) = ar.

(a) Co to pro prvek a € R znamend, kdyz je zobrazeni f, na, resp. prosté? [a lze kratit, resp. lze jim
v R (byt tfeba nejednoznacéné) vydélit]

(b) Pro jakd a € R je f, homomorfismus (z R do R)? [jen pro a = 0,1, v ostatnich pripadech selze
podminka fu(b-c) = fo(b) - fa(c)]

Podilové téleso

4. Ukazte, ze zobrazeni z piikladu na str. 8, ktery ukazuje, ze podilové téleso oboru Z[i] = {a+bi | a,b € Z}
lze ztotoznit s télesem Q(i) = {a + bi | a,b € Q}, je opravdu izomorfismus, aneb:

(a) ukazte, ze jde o homomorfismus (tj. spliiuje definici ze str. 6)

(b) ukazte, ze je bijektivni (nebo najdéte inverzni homomorfismus).

[Pro poc¢itani muze pomoci vSimnout si, ze zobrazeni tak, jak je definovano, se da zapsat i jako

>

7) Z—B nezapomeite ovéfit, ze je dobte definovéno!]

Okruhy polynomui & déleni polynomu se zbytkem
5. Vydélte se zbytkem polynomy

(a) 2t + 323 + 42 + v +3 a2 +2 v Zsz); [2% + 3z + 2, zbytek 4 € Zs[z]]
b) 204+ 22+ 2"+ + 2+ 2 +raz+1v Zoa). (29 + 28 + 2° + 2% + 1, zbytek 1]

6. Necht T je téleso a f,g € T[z]. Ukazte, Zze pokud f | g a g | f (jinymi slovy f déli g beze zbytku a g
déli f beze zbytku), pak existuje nenulové u € T' (tedy ,cislo“) takové, ze f = ug. [Protoze
f | g je ekvivalentni rovnosti f = p(x) - g pro néjaké p(z) € T[z] a podobné i pro druhy vztah mame
g = q(z) - p, dostavame f = p(z)q(x)f a porovnanim stupnu na obou straniach rovnosti zjistime, ze
polynom p(z)q(xz) musi mit stupen 0, tj. jde o prvek (prvky) T.]

Pro hleddini NSD v T[x], kde T je téleso, lze analogicky jako nad oborem celych cisel vyuzit Fukleiduv
algoritmus, resp. jeho rozsiremou wverzi, chceme-li se navic dobrat i Bézoutovych koeficientu. K tomu je
potieba si ujasnit jen par drobnosti. Predné, Ze algoritmus skondi, jelikoZ pri déleni polynomu se zbytkem je
stupeni zbytku vidy ostre mensi neZ stupen délitele. Ddle, Ze NSD je ze vSech spoleényjch délitelu ten nejuétsi
vzhledem k relaci |, a tudiZ je urcen aZ na ndsobek nenulovym prvkem uw € T, jak plyne ze cviceni vyse.
Nakonec: Bézoutovy koeficienty budou obecné pruky z T[x], nikoliv pouze z T.



7. Spoctéte NSD(f, g) a piislusné Bézoutovy koeficienty pro polynomy

(a) f
(b) f

23 —22 -2 —-2ag=21%—22%+ 32— 6 v oboru Q[z]. [Tx — 14 =(—z—2)f + (= + 3)g]
=2*+ 22 +z+1ag=a%+2r+2voboru Zs[z] [2=(2z+1)f + (22 + 2+ 2)g v Zs[z]]

Veéta 2.4 ze skript Tikd néco pro polynomy nad oborem, inspiract pro ndsledujict dvé otdzky by ale mohla
ddt Poznamka za ni.

8. Najdéte viechny kofeny polynomu f = z? + z € Zg[z] v okruhu Zg a napiste véechny rozklady (az na
poradi) tohoto f na souéin kofenovych ¢initelu, tj. na souéin tvaru (x — a)(x —b), kde a, b jsou kofeny.
[0,2,3,5, 22 + 2 = z(z — 5) = (x — 3)(x — 2)]

9. V okruhu Zjp[z] naleznéte polynom stupné 2 majici maximalni mozny pocet (po dvou ruznych) kofenu.
[napt. 522 4+ 5z = 5x(x + 1) m4 10 kofenii]



A pro odvdziné nékolik zdbavnijch a zcela dobrovolngch prikladi navic:

10* (Jesté k minulému cviku, komu nestagilo:) Najdéte véechna x,y, z, w € Z splaujici 22 + 32 + 22 = 15w?
(Népovéda: Feste nejprve kongruenci modulo 8). [pouze trividlni nulové feseni]

11* Rekneme, Ze (ne nutné komutativni) okruh R je booleovsky, pokud (Vr € R)r? = r. Dokazte, Ze
booleovské okruhy jsou komutativni. [Spocitdme, ze (a + b)? = ab + ba, a z rozepsani (r + r)?
zjistime, ze 2r = 0, tj. r = —r pro kazdé r € R.]

12* Najdéte piiklad nekoneéného télesa kladné charakteristiky. (Ndpovéda: podilové téleso.) [napf.
podilové téleso Zy(x) oboru Zy[x], kde p je prvocislo]

13* Vydeélte se zbytkem polynomy z* + 323 +422 4+ 2+ 3 a 22 +2 v Z[z] (pozor, Z nenf téleso!) [2% + 3z + 2,
zbytek —bx — 1 € Z[x]]

14* Spoctéte NSD(f, g) a pifsluiné Bézoutovy koeficienty pro polynomy f = z3+z2+z+1ag = 22 +2x+2
v oboru Zs[z]; [t +3=f+ (4o +1)g v Zs[x]]



