
Algebrou proti koronaviru I
(cvičeńı cihlovou barvou jsme udělali na cvičeńı, a tak je můžete vynechat)

Okruhy & obory II

1. Dokažte (např́ıklad sporem jako na cviku), že okruhy Q[
√

3] a Q[
√

2] jsou neizomorfńı. [Kdyby měl
existovat izomorfismus ϕ : Q[

√
3] → Q[

√
2], pak by muselo platit ϕ(3) = ϕ(

√
3
√

3) = ϕ(
√

3) · ϕ(
√

3),
tj. prvek ϕ(

√
3) ∈ Q[

√
2] by fungoval jako odmocnina ze tř́ı.]

2. Je-li Q[π] nejmenš́ı podokruh tělesa R obsahuj́ıćı Q∪{π}, dokažte, že jsou okruhy Q[x] a Q[π] izomorfńı.
(Využ́ıt můžete faktu, že π neńı kořenem žádného nenulového racionálńıho polynomu). [Zobrazeńı
ϕ : p(x) 7→ p(π) je homomorfismus obor̊u a fakt, že π neńı kořenem žádného nenulového racionálńıho
polynomu, je třeba k d̊ukazu prostoty.]

3. Necht’ R je komutativńı okruh s jednotkou. Pro libovolné a ∈ R uvažujme zobrazeńı fa : R → R
definované vztahem fa(r) = ar.

(a) Co to pro prvek a ∈ R znamená, když je zobrazeńı fa na, resp. prosté? [a lze krátit, resp. lze j́ım
v R (byt’ třeba nejednoznačně) vydělit]

(b) Pro jaká a ∈ R je fa homomorfismus (z R do R)? [jen pro a = 0, 1, v ostatńıch př́ıpadech selže
podmı́nka fa(b · c) = fa(b) · fa(c)]

Pod́ılové těleso

4. Ukažte, že zobrazeńı z př́ıkladu na str. 8, který ukazuje, že pod́ılové těleso oboru Z[i] = {a+bi | a, b ∈ Z}
lze ztotožnit s tělesem Q(i) = {a+ bi | a, b ∈ Q}, je opravdu izomorfismus, aneb:

(a) ukažte, že jde o homomorfismus (tj. splňuje definici ze str. 6)

(b) ukažte, že je bijektivńı (nebo najděte inverzńı homomorfismus).

[Pro poč́ıtáńı může pomoci všimnout si, že zobrazeńı tak, jak je definováno, se dá zapsat i jako

f(ab ) = a·b
b·b ; nezapomeňte ověřit, že je dobře definováno!]

Okruhy polynomů & děleńı polynomů se zbytkem

5. Vydělte se zbytkem polynomy

(a) x4 + 3x3 + 4x2 + x+ 3 a x2 + 2 v Z5[x]; [x2 + 3x+ 2, zbytek 4 ∈ Z5[x]]

(b) x10 + x9 + x7 + x5 + x3 + x2 + x a x+ 1 v Z2[x]. [x9 + x6 + x5 + x2 + 1, zbytek 1]

6. Necht’ T je těleso a f, g ∈ T[x]. Ukažte, že pokud f | g a g | f (jinými slovy f děĺı g beze zbytku a g
děĺı f beze zbytku), pak existuje nenulové u ∈ T (tedy

”
č́ıslo“) takové, že f = ug. [Protože

f | g je ekvivalentńı rovnosti f = p(x) · g pro nějaké p(x) ∈ T[x] a podobně i pro druhý vztah máme
g = q(x) · p, dostáváme f = p(x)q(x)f a porovnáńım stupň̊u na obou stranách rovnosti zjist́ıme, že
polynom p(x)q(x) muśı mı́t stupeň 0, tj. jde o prvek (prvky) T.]

Pro hledáńı NSD v T[x], kde T je těleso, lze analogicky jako nad oborem celých č́ısel využ́ıt Eukleid̊uv
algoritmus, resp. jeho rozš́ıřenou verzi, chceme-li se nav́ıc dobrat i Bézoutových koeficient̊u. K tomu je
potřeba si ujasnit jen pár drobnost́ı. Předně, že algoritmus skonč́ı, jelikož při děleńı polynom̊u se zbytkem je
stupeň zbytku vždy ostře menš́ı než stupeň dělitele. Dále, že NSD je ze všech společných dělitel̊u ten nejvěťśı
vzhledem k relaci |, a tud́ı̌z je určen až na násobek nenulovým prvkem u ∈ T , jak plyne ze cvičeńı výše.
Nakonec: Bézoutovy koeficienty budou obecně prvky z T[x], nikoliv pouze z T.
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7. Spočtěte NSD(f, g) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty pro polynomy

(a) f = x3 − x2 − x− 2 a g = x3 − 2x2 + 3x− 6 v oboru Q[x]. [7x− 14 = (−x− 2)f + (x+ 3)g]

(b) f = x3 + x2 + x+ 1 a g = x2 + 2x+ 2 v oboru Z3[x] [2 = (2x+ 1)f + (x2 + x+ 2)g v Z3[x]]

Věta 2.4 ze skript ř́ıká něco pro polynomy nad oborem, inspiraćı pro následuj́ıćı dvě otázky by ale mohla
dát Poznámka za ńı.

8. Najděte všechny kořeny polynomu f = x2 + x ∈ Z6[x] v okruhu Z6 a napǐste všechny rozklady (až na
pořad́ı) tohoto f na součin kořenových činitel̊u, tj. na součin tvaru (x− a)(x− b), kde a, b jsou kořeny.
[0, 2, 3, 5, x2 + x = x(x− 5) = (x− 3)(x− 2)]

9. V okruhu Z10[x] nalezněte polynom stupně 2 maj́ıćı maximálńı možný počet (po dvou r̊uzných) kořen̊u.
[např. 5x2 + 5x = 5x(x+ 1) má 10 kořen̊u]
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A pro odvážné několik zábavných a zcela dobrovolných př́ıklad̊u nav́ıc:

10.? (Ještě k minulému cviku, komu nestačilo:) Najděte všechna x, y, z, w ∈ Z splňuj́ıćı x2 +y2 +z2 = 15w2

(Nápověda: řešte nejprve kongruenci modulo 8). [pouze triviálńı nulové řešeńı]

11.? Řekneme, že (ne nutně komutativńı) okruh R je booleovský, pokud (∀r ∈ R) r2 = r. Dokažte, že
booleovské okruhy jsou komutativńı. [Spoč́ıtáme, že (a+ b)2 = ab+ ba, a z rozepsáńı (r + r)2

zjist́ıme, že 2r = 0, tj. r = −r pro každé r ∈ R.]

12.? Najděte př́ıklad nekonečného tělesa kladné charakteristiky. (Nápověda: pod́ılové těleso.) [např.
pod́ılové těleso Zp(x) oboru Zp[x], kde p je prvoč́ıslo]

13.? Vydělte se zbytkem polynomy x4 +3x3 +4x2 +x+3 a x2 +2 v Z[x] (pozor, Z neńı těleso!) [x2 +3x+2,
zbytek −5x− 1 ∈ Z[x]]

14.? Spočtěte NSD(f, g) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty pro polynomy f = x3+x2+x+1 a g = x2+2x+2
v oboru Z5[x]; [x+ 3 = f + (4x+ 1)g v Z5[x]]
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