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Prehled

Diskrétni ndhodné veli€iny



Co uz vime

Definice

Méjme pravdepodobnostni prostor (2, F, P). Funkci X : Q@ — R
nazveme diskrétni nahodna veli¢ina (discrete random variable),
pokud Im(X) (obor hodnot X) je spocetna mnoZina a pokud pro
véechna realna x plati {w € Q : X(w) = x} € F.

Definice
Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf)
diskrétni nahodné veliciny X je funkce px : R — [0, 1] takové,
Ze

px(x) = P(X =x)=P({w e Q: X(w) = x})

> > xeim(x)Px(X) =1
> atoje jediné omezeni
» X urCuje diskrétni pravdépodobnostni prostor na Im(X)



Jiny popis — distribu¢ni funkce

Definice
Distribu¢ni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v. X
je funkce

Fx(x):=P(X <x)=P(H{w e Q: X(w) < x).

» Fx je neklesajici funkce
> limy__oo Fx(x) =0
> limy_ 100 Fx(Xx) =1
» Fx je zprava spojita



Prehled

Priklady diskrétnich n.v.



Bernoulliho/alternativni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi jednom hodu nespravedlivou minci.
» Znacime X ~ Bern(p). (Nékdy se znaci Alt(p).)

Déno p € [0, 1].
px(1)=p
px(0)=1-p

px(k) = 0 pro k # 0,1

vvyyypy

v

Pro libovolny jev A € F definujeme indikatorovou n.v. Ia:
la(w) =1 pokud w € A, Ia(w) = 0 jinak.
» [4~ Bern(P(A))

v



Binomialni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi n hodech nespravedlivou minci.
» Déno p € [0, 1] — pravdépodobnost orla pfi jednom hodu.
» ZnaCime X ~ Bin(n, p).

v

X =31, X; pro nezavislé n.v. Xi,..., X, ~ Bern(p).
px(K) = P(X = K) = ()p*(1 — p)™* pro k € {0,1,..., n}

v



Binomialni rozdéleni: pravdépodobnostni funkce
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x <— 0:40

plot (x,dbinom(x,40,0.1))
plot (x,dbinom(x,40,0.5))
plot(x,dbinom(x,40,0.9))

~




Binomialni rozdéleni: distribu¢ni funkce
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x <— 0:40

plot (x,pbinom(x,40,0.1))
plot (x,pbinom(x,40,0.5
plot (x,pbinom(x,40,0.9))

~
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Hypergeometrické rozdéleni
» X = pocet vytazenych ¢ervenych mickul pfi n tazich, v
osudi je K Cervenych z N celkovych mickua
» Danon, N, K.
» Znacime X ~ Hyper(N, K, n).

> px(k) = P(X =k) = (f)(Nﬁ)_f)



Poissonovo rozdéleni

» Znacime X ~ Pois()\).

» Déano realné )\ > 0.
k
> px(k) =367

» Pois(\) je limitou Bin(n, A/n)

» X popisuje napf. pocet emaill, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdéleni: pravdépodobnostni funkce
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R

X <— seq(0,40,by=1)
plot (x,dpois(x,4))



Poissonovo paradigma

> Ajq,...,Anjsou (skoro-)nezavislé jevy s P(A;) = pj,
A = ;pi- Necht nje velké, kazdé z p; malé. Pak pfiblizné
plati

n
> " la, ~ Pois()).
i=1



Geometrické rozdéleni

» X = kolikdtym hodem minci padl prvni orel.
» Znacime X ~ Geom(p).

» Déno p € [0,1].
> px(k)=(1-p)<'p,prok=1,2,...
» Neékdy se tomuto rozdéleni fika posunuté geometrické, a

za normalni geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, {j.
pocet netspésnych hodu.



Prehled

Sttedni hodnota



Stredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji stfredni hodnota (expectation)
je oznacovana E(X) a definovana

E(X)= > x-P(X=x),

xelm(X)

pokud soucet ma smysl.

» Necht X je definovana na diskrétnim prostoru (2, F, P).
Pak stfedni hodnotu Ize také definovat

=Y X(w)P({w}).

weN



LOTUS

» Pro realnou funkci g a diskrétni n.v. X je Y = g(X) také
diskrétni n.v.

Véta (LOTUS)
Pokud X je diskrétni n.v. a g readlna funkce, tak

= Y 9XP(X=x)

xelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétnin.v. aa, b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X)=0,tak P(X=0)=1.
2. PokudE(X) >0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b)=a -E(X)+b.
4. E(X+Y)=E(X)+E(Y).



Rozptyl

Definice
Rozptyl (variance) n.v. X nazveme ¢islo E((X — EX)?).

Znacime jej var(X).
Véta

var(X) = E(X?) — E(X)?



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= )  x-P(X=x|B)
xelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud By, B>, ... jerozklad Q a A € F, tak

E(X) = Y E(X | B)P(B)

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Parametry nahodnych veli¢in



Parametry rozdéleni — Bernoulliho

Pro X ~ Bern(p) je
> E(X)=p
> var(X) =p— p?



Parametry rozdéleni — binomické
Pro X ~ Bin(n, p) je
> E(X)=np
» var(X) =np(1 —p)



Parametry rozdéleni — geometrické

Pro X ~ Geom(p) je
> E(X)=1/p

> var(X) = P



Parametry rozdéleni — Poissonovo
Pro X ~ Pois()) je
> E(X) =\
> var(X) =\



Prehled

Nahodné vektory



Zakladni popis nahodnych vektoru

» X, Y —nahodné veliCiny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (2, F, P).

» Budeme chtit uvazovat (X, Y) jako jeden objekt — ndhodny
vektor.
» Jak to udélat?

» Priklad: hazime dvakrat ¢tyfsténnou kostkou, X = prvni
hod, Y = druhy hod.



Sdruzené rozdéleni

Definice

Pro diskrétni n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, F, P) definujeme jejich sdruzenou pravdépodobnostni
funkci (joint pmf) px y : R? — [0, 1] pfedpisem

pxy(x,y) = Pw € Q: X(w) = x&Y(w) = y).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
Px;,.. % (X1, - - - s Xn).



Marginalni rozdéleni

> Mame-li dano py v, jak zjistit rozdéleni jednotlivych slozek,
ti. px a py?



Funkce nahodného vektoru

Véta

Necht X, Y jsou n.v. na (Q, F, P), necht g : R? — R je funkce.
» PakZ =g(X,Y)jen.v.na(Q,F,P)
» aplati pro ni

axX.,Y)) =Y D agxyPX=xY=y)

xelmX yelmy

Véta
Pro X, Y n.v.aa,b e R plati

E(aX + bY) = ak(X) + bE(Y).



Dlkaz véty o rozptylu



Nezavislost nahodnych veli€in

Definice
Diskrétni n.v. X, Y jsou nezavislé (independent) pokud pro
kaZdé x,y € R jsou jevy {X = x} a{Y = y} nezavislé. To
nastane, praveé kdyZz

PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y).



Soucin nezavislych n.v.

Véta
Pro nezavislé diskrétni n.v. X, Y plati

E(XY) = E(X)E(Y).



Soucet nezavislych n.v.

> Mame-li dano py vy, jak zjistit rozdéleni souctu, Z = X + Y?



Soucet nezavislych n.v. — konvoluce

Véta
Pokud X, Y jsou diskrétni nezavislé nahodné veli¢iny

(zkracené n.n.v.), tak jejich soucet Z = X + Y ma
pravdépodobnostni funkci

P(Z=z)= ) P(X=x)P(Y=2z-x).

xelmX
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