(Ne)isomorfismy okruhi

V tlohach vyuzivam toho, Ze ,uz vim*, ze Q[v2] = {a +bv2 | a,b € Q} a Q[v3] = {a+bV3 | a,b € Q}.
Vsimneéte si, ze jsem si vzdycky mohl zvolit, ,odkud kam* mi isomorfismus vede — to je proto, Ze inverzni
zobrazeni k isomorfismu je opét isomorfismus. Obé volby vzdycky funguji, rozdil je typicky jen v tom,
kolikrat napisete ~!.

(1)

Q neni isomorfni Q[z]: Okruh isomorfni t&lesu je opét téleso (jak se ,snadno dokaze“). Konkrétné

v tomto pfipadé napf. kdyby existoval isomorfismus ¢: Q[z] — Q, tak jelikoz je Q téleso, existoval

by v ném inverzni prvek k ¢(z), tj. ¢(z)!; potom y = ¢! (¢(z) ') (pozor na dvoji vyznam ~*,

jednou inverzni zobrazeni, jednou inverzni prvek) je prvek Qx| splitujici y - 2 = 1, ovSem takovy
prvek v Q[z] neexistuje — soufin = s nenulovym polynomem musi byt polynom stupné aspoii 1.
Rozepsano:

yre=9 p@) ) z=9p@) ) 0 p() = ¢ (pl@) Tt p(x) =971 = L
(V poslednim kroku se vyuzilo to, ze ¢! je také isomorfismus, tedy rovnéz zachovava jednotku).

Q neni isomorfni Q[v/2]: Kdyby existoval isomorfismus ¢: Q[v/2] — Q, tak

p(v2) 2 o((v2?) =p@) =1+ 1) 2 o) + o) L1+1=2€0Q,

kde (1) je protoze isomorfismy zachovévaji souciny (a tedy i mocniny), (2) protoZe isomorfismy
zachovavaji soucty a (3) protoZe isomorfismy zachovavaji jednotku.! Ovsem Zadny prvek Q po
umocnéni na druhou neda 2.

Q neni isomorfni Q[v/3] se dokaze obdobné.

Q[z] neni isomorfni Q[v/2] ani Q[v/3]: Mozna nejjednodussi tady je ukazat, ze Q[v/2] a Q[v/3] jsou
télesa, a pouzit stejny argument jako v prvnim bodé. Je to snadné:
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V3 € Q[V3].
Alternativné se d& postupovat jako ve (2) a nahlédnout, ze zaddny polynom p € Q[z] nespliluje
p? = 2, coz by musel spliiovat hypoteticky p = ¢(1/2) pii existenci isomorfismu ¢: Q[v2] — Q[x].

Q[v/2] neni isomorfni Q[v/3]: Podobné jako v bodu (2) chceme podchytit to, ze zatimco v Q[v/2]
mé rovnice z2 — 2 = 0 feeni, v Q[v/3] nema. Existoval-li by isomorfismus ¢: Q[v/2] — Q[v/3], pak
podobné jako v (2) dojdeme k tomu, ze y = p(v/2) je prvek Q[v/3] splitujici y? = 2. Ze takovy
prvek neexistuje lze ukdzat dvéma zpisoby (které jsou v zésadé jeden a ten samy):

(i) P¥imy atok: Je-li y = a+bv/3 (kde a,b € Q) a splije y> = 2, pak a®+2aby/3+3b% = 2, neboli
2abv/3 = 2 — a® — 3b%. Pokud neni ab nula, tak na levé strané je iracionélni &islo, zatimco na
pravé je racionalni — musi tedy byt a = 0 nebo b = 0. V obou pripadech vsak dostaneme spor:
74dné a,b € Q nesplituji a® = 2 ani 36> = 2 (tj. b*> = 2/3) (neexistence b se dokéze prakticky
uplné stejné jako a).

(ii) Argument ,nadokruhem®: Q[v/3] je podokruh R, o kterém vime, e rovnice y?> = 2 m4 feseni
pouze y = ++/2. Jakékoliv Feseni této rovnice v Q[\/g] by bylo feSenim i v R, takze nam staci
ukézat, ze +v/2 ¢ Q[v/3]. Kdyby tomu tak bylo, napt. v/2 = a+bv/3 pro a,b € Q, tak bychom
postupem stejnym jako v (i) dostali stejny spor.

1 Zachovévani jednotky“ sice striktné vzato neni soudasti definice isomorfismu, ale snadno se pro okruhy s jednotkou
dokéaze: Je-li ¢: R — S isomorfismus, pak pro viechna s € S plati s-p(1) = ¢(p~1(5))-0(1) = p(p~1(s)-1) = p(e~1(s)) = s
a prvek s touto vlastosti je v (komutativnim) okruhu jediny — pouze jednotka.



