Algebra — cviceni 2

(piiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni, pficemz muzete vypustit jeden
z trojice 5, 6, 7 a jeden z trojice 9, 10, 11)

Vsehochut

1. Ukazte, ze zadny okruh R nemuze byt sjednocenim dvou svych vlastnich (tj. v inkluzi ostfe mensich
nez celé R) podokruhu.

2. Necht R je komutativni okruh s jednotkou. Pro libovolné a € R uvazujme zobrazeni f, : R — R
definované vztahem f,(r) = ar.

(a) Pro jakd a € R je f, endomorfismem okruhu R, tj. homomorfismem z R do R?

(b) Co to pro prvek a € R znamend, kdyz je zobrazeni f, prosté, resp. na?
3. Ukazte, ze konecny obor je téleso.
4. Dokazte (napiiklad sporem), ze okruhy Q, Q[x], Q[v2], Q[v/3] jsou po dvou neizomorfn.

5. Najdéte véechny kofeny polynomu f = 22 + 2 € Zg[x] v okruhu Zg a napiste véechny rozklady (az na
poradi) tohoto f na sou¢in kofenovych ¢initelu, tj. na souéin tvaru (z —a)(x —b), kde a, b jsou kofeny.

6. V okruhu Zj[x] naleznéte polynom stupné 2 majici maximalni mozny pocet (po dvou ruznych) kofenu.

Podilové téleso

7. Dokazte, ze podilové téleso oboru Z[i| = {a + bi | a,b € Z} lze ztotoznit s télesem Q(i) = {a + bi |
a,b € Q} (nejprve tvrzeni presné zformulujte).

8. Najdéte priklad nekonecéného télesa kladné charakteristiky:.

Déleni polynomi se zbytkem

9. Vydélte se zbytkem polynomy

(a) 2t +32° + 422 +z + 3 a2z +2 v Z[z] a v Zs[x];
b) 20 +2%+ 2"+ 2+ 2+l +zax+1v Zfzl

10. Necht T je téleso a f,g € T[xz]. Ukazte, ze pokud f | g a g | f (jinymi slovy f déli g beze zbytku a g
deéli f beze zbytku), pak existuje nenulové u € T takové, ze f = ug.

Pro hleddni NSD v Tlz|, kde T je téleso, lze analogicky jako nad oborem celych cisel vyuzit Eukleidiv
algoritmus, resp. jeho rozsitemou wverzi, chceme-li se navic dobrat i Bézoutovych koeficientu. K tomu je
potieba si ujasnit jen par drobnosti. Predné, Ze algoritmus skondéi, jelikoZ pti déleni polynoma se zbytkem je
stupen zbytku vidy ostie mensi neZ stupen délitele. Ddle, Ze NSD je ze vSech spoleénijch délitelu ten nejvétsi
vzhledem k relaci |, a tudiZ je urcen aZ na ndsobek nenulovym prvkem uw € T, jak plyne ze cviceni vise.
Nakonec: Bézoutovy koeficienty budou obecné pruky z T[x], nikoliv pouze z T.

11. Spoctéte NSD(f, g) a prislusné Bézoutovy koeficienty pro polynomy

(a) f=a+2>+x+1ag=a?+2x+2voboru Zg[z] a v oboru Zs[z];
(b) f=a®—a2*—2—2ag=2a>—22>+ 3z — 6 v oboru Q[z].



A pro odvdziné nékolik zdbavnijch a zcela dobrovolngch prikladi navic:
12* Najdéte viechna z, y, z, w € Z spliujici 22+y%+2? = 15w? (névod: feste nejprve kongruenci modulo 8).

13* Rekneme, ze (ne nutné komutativni) okruh R je booleovsky, pokud (Vr € R)r? = r. Dokaite, ze
booleovské okruhy jsou komutativni.

14* At R je (komutativni) obor prvoéiselné charakteristiky p a n € Ny. Ukazte, Ze potom pro kazdé a,b € R
plati (a+b)P" = aP" 4+ bP". Jako diisledek odvod'te, Ze ,mocnéni na p* je prosty endomorfismus oboru
R (¥ik4 se mu Frobeniuv).

15* Ukazte, ze nenulovy polynom nad (komutativnim) oborem mé nejvyse tolik kofenu, kolik je jeho
stupen.

16* Je-li Q[7] nejmensi podokruh télesa R obsahujici QU{r}, dokazte, ze jsou okruhy Q[z] a Q[n] izomorfni.
(Vyuzit muzete faktu, ze 7 neni kofenem zadného nenulového polynomu s raciondlnimi koeficienty.)



