Algebrou proti koronaviru I

Eukleiduv algoritmus & Bézoutovy koeficienty
Pripomenme si rozsireny Eukleidiv algoritmus:
e vstup: a,b e N,a >b
e vystup: NSD(a,b) a x,y € Z takova, ze x - a + y - b = NSD(a,b)
krok 1. i:=1; (a0, a1) := (a,b); (0, 21) := (1,0); (Yo, y1) = (0,1);

krok 2. while (a; > 0) do
{aiy1:= (ai—1) mod a;;  q; := (a;—1) div a;;  Tiq1 i= i1 =T ¢i5 Yit1 = Yio1— Vi Q3 1= 1i+1}

krok 3. return a;_1, T;—1, Yi—1.

S pomoci rozsiteného Eukleidova algoritmu miZeme naprklad vyresit ndsledujict ulohy:

1. Najdéte NSD(37,10) a ptislusné Bézoutovy koeficienty. [l =3-37—11-10; v Z3; tedy plati
107! = —11 = 26 (mod 37)]

2. Najdéte NSD(1023,96) a prislusné Bézoutovy koeficienty. [3=1023-(—3) + 96 - 32

3. Najdéte 277! v télese Zy. [38]

Okruhy & obory

4. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny podokruhy télesa C:

(a) {a+bv2|a,becZ} [ano]
(b) {a+b2|a,beZ} [ne]
(¢) {a+b|a,beZ} kde ( =e7 [ne]
Je (a) dokonce obor? [ano]

5. Dokazte, ze konecny obor je téleso.
6. Ukazte, ze pro n € N jsou néasledujici podminky ekvivalentni:

(a) Zy je téleso
(b) Z,, je obor

(¢) m je prvocislo

7. Ovéite, Ze polynomy s readlnymi koeficienty R|[x] chdpané jako redlné funkce tvori s obvyklymi operacemi
+,—,- a konstantami 0 a 1 obor a polynomy s raciondlnimi koeficienty Qz], resp. s celo¢iselnymi
koeficienty Z[z| jsou jeho podobory. Urcete prvokruh a charakteristiku vSech téchto obort.

8. Popiste nejmensi podokruh (s jednotkou) maticového okruhu Ms(Z), ktery obsahuje prvek <8 1).

,
Tvoii tento podokruh komutativni okruh? [{ <8 ;) | a,be Z}; je komutativni]

9. Dokaite, ze zadné dva z okruhti Q, Q[z], Q[v/2], Q[v/3] nejsou izomorfni.



A pro odvdzné nekolik zabavnijch a zcela dobrovolnych prikladid navic:
10.* Najdéte NSD(292 — 1,23 — 1). 1]

11.* Najdéte dvojici v sou¢tu co nejmensich ¢isel tak, aby pro né Eukleidiv algoritmus skoncil nulou po n
krocich. [F), a Fy4+1, kde F; znadi i-té Fibonacciho ¢islo]

12.* Uvazujme podokruhy
(a) Ry :=Zli] <C

o) re={( % V) levez) <@

(c) Ry := {(‘; 2) ya,bez} < M(Q)

Urcete, které z moznych dvojic okruhti jsou izomorfni. [jen R; a Ry]

13.* Je-li Q[r] nejmensi podokruh télesa R obsahujici QU{r}, dokazte, ze jsou okruhy Q[x] a Q[r] izomorfni.
(Vyuzit muzete faktu, ze 7 neni kofenem zadného nenulového racionalniho polynomu).



