Algebra — cviceni 1, TeSeni

2. (c) Pro kazdé x € Z plati 6z = 2 (mod 8) dle 1(a) prave tehdy, kdyz 3z = 1 (mod 4).
To je déle, uzitim 1(b), ekvivalentni s x = 3 (mod 4). Zavér: Kongruenci fesi prave cela
¢isla tvaru 4k + 3, kde k € Z.

Tady bych snad upozornil jen na to, Ze neplati 3z = 1 (mod4) <= 6z = 2 (mod4),
tj. vynésobeni dvéma v Z, neni ekvivalentni tprava, jelikoz 2 neméa v Z, inverni prvek
vzhledem k nasobeni (coz dokazuje, ze Z, neni téleso). Staci dosadit = = 1.

2. (d) Plati 22 = 36 (mod45) <= 2% — 36 = 0 (mod45) <= 5-32 =45 | 22 — 36 =
(x —6)(x + 6). Jelikoz 3 | (1 —6) <= 3| (r4+6) < 3| za9]| (x—6)(z+06),
musi byt vSechna feSeni = zadané kongruence tvaru 3y pro néjaké y € Z. Uzitim 1(a)
méame (3y)? = 36 (mod 45) <= y? = 4 (mod 5), coZ je dale ekvivalentni 5 | (y —2)(y +2).
Dostavame y = 5k+2, kde k € Z, coz — po vynéasobeni tfemi — nakonec vede k obecnému
tvaru feSeni x = 15k £+ 6, kde k£ € Z miize byt libovolné.

Nejcastéjsi chybou pii vypoctu, ktera nutné nevede ke Spatnému vysledku, zde byla
asi tiprava 2 = 36 (mod45) <= % = 4 (mod5). Tady je veskrze formalni problém
vyvérajici z faktu, Ze prava strana ekvivalence neni pro piipad 3 t x definovana. Chéapu,
ze checete udélat tpravu ,,vydélit vSe deviti“. To ale lze jen pokud skutecné vse vydélit
deviti muzete, pak se jedné o ekvivalentni apravu 1(a).

3. Chceme ukazat, Ze n* = 1 (mod 8) pro lichd n € Z. Jedna moZnost je uvédomit si, Ze

n? = k? (mod8), kde k € {1,3,5,7}, a dale, ze 1 = 12 = 32 = 52 = 7? (mod 8). Druhou
alternativou je napsat si n = 2m + 1, kde m € Z, a rozepsat n?> = 4m? +4m + 1 =
dm(m+1)+1 =1 (mod8), coz plyne ihned z 8 | 4m(m+1); zde pouzivame, ze m(m+1)
je sudé.

6. Béh rozsitenym Eukleidovym algoritmem je nasledujici:

n Qp Tn Yn dn
0 1023 1 0 -
1 96 0 1 10
2 63 1 —10 1
3 33 -1 11 1
4 30 2 =21 1
5 3 =3 32 30
6 0 - - =
Zavér: NSD(1023,96) = 3 = (—3) - 1023 + 32 - 96.
7. Najdéte 277! v télese Zy;. Samoziejmé, Ze kdyZ si véimneme, Ze v Z4; mame 27 = —14
a (—14) - (=3) = 42 = 1, dostaneme ihned kyzené 27-! = —3 = 38. Jinak musime

spustit rozsifeny Eukleidiav algoritmus na 41 a 27. Jeho béh je nize (v8imnéte si, ze x,
nepotiebujeme).

n G Yn o
0 41 0 -—
1 27 1 1
2 14 -1 1
3 13 2 1
4 1 -3 13



Dostavame NSD(41,27) =1 = ,nezajimavé celé ¢islo® - 41 + (—3) - 27.

9. (a) Jen pfipominam, Ze minuly tyden jsme ukézali, Ze se o podokruh nejedna. Sporem
jsme oveérili, ze /2 /2 = /4 do zadané mnoziny nenélezi. Po vyjadieni Ji=a+ bf’/ﬁ,
kde a,b € Z, jsme nejprve obé strany vynasobili v/2, posléze jsme dosadili za v/4; vyuzitim
toho, Zze v/2 je iracionalni, jsme porovnanim koeficientt obdrzeli a + b = 0 a nasledné
2 = —b?, coz byl hledany spor.

9. (b) Tvoii podokruh. Jelikoz C mé komutativni a asociativni obé binarni operace (a
plati tam i distributivita), potfebujeme ovérit jednak, ze zadana mnozina obsahuje 0 a 1,
coz je ziejmé, a dale, Ze je uzaviena na binarni operace +, - a na unarni operaci —.
Uzavienost na — a + je ihned patrna. Pro nasobeni uvazujme obecné prvky a + byv/2
a c+dv/?2, kde a,b,c,d € Z. Dostaneme (a + bv/2)(c + dv/2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V/2,
coz je opét prvek zadané mnoziny.
9. (c) Netvoii podokruh, nebot neni uzaviena na nasobeni. K tomu staci ukazat, ze
(? = e% = i neni prvkem zadané mnoziny. To je celkem ziejmé, ale asi by nemél byt
problém prijit s néjakym presvédcéivym argumentem jako tfeba, Ze vSechna komplexni
¢isla tvaru a + b¢, kde a,b € Z, maji imaginarni slozku rovnu %5, coz je iracionalni ¢islo,
a tedy neni nikdy rovno jedné.

10. Jedna se o podokruh tvoreny mnozinou

5= {(3 Msmez).

Jelikoz podokruh musi mit jednotku (a nulu) a musi byt uzavien na s¢itani a opacné
prvky (tj. od¢itani), musi byt v hledaném okruhu jak vSechny matice tvaru

a 0 . . 0 b
(0 a) , tak 1 matice tvaru (0 0) ,

kde a, b jsou libovolna cela ¢isla. Hledanéd mnozina tedy jisté nemtze byt mensi. Zbyva
ukazat, ze S je uzaviend na nésobeni. Pocitame:

a b c d ac ad+ be
(0 a)'<0 c)_(() ac )ES'
Ukézali jsme uzavienost na nasobeni. Zaroven snadno ovérime, ze kdyZz oba ¢initele
prohodime, vysledek se nijak nezméni. Podokruh S okruhu My(Z) je tedy komutativni.

12. Mame vysetfit, pro kteréa celd ¢isla x plati 17 | % + 10z + 6, tj. pro kterd z € Z plati
v Zoyz, 7e 22 + 10z + 6 = 0. MiiZeme si ihned vSimnout, %e z = 1 je FeSenim. Druhym je
pak x = 6, tj. v Zy7 plati 22 + 10x + 6 = (z — 1)(z — 6). Hledame proto = € Z takova,
7ze 17| (x — 1)(z — 6). Vzhledem k tomu, ze 17 je prvoéislo (a tedy 17 déli sou¢in pravé
tehdy, kdyz déli jeden z ¢initeld), jedna se pravé o x tvaru 17k + 1 a 17k + 6, kde k € Z.
14. Klicem k TeSeni je vyhledat si méné znamé detaily ohledné prestupnych let. Konkrétné
jde o to, ze rok délitelny 100 je pfestupny tehdy a jen tehdy, kdyz je délitelny rovnéz 400.
Pocitame-li spravné, zjistime, ze 1. ledna 2101 bude sobota, 1. ledna 2201 bude c¢tvrtek,
1. ledna 2301 bude tutery, 1. ledna 2401 pak opét pondéli (jelikoz 23. stoleti, kam se po¢ita
i rok 2400, bude o jeden den delsi), dale 1. ledna 2501 zase sobota atd.

15. Lze Tesit matematickou indukei. Dalsf moznosti je psat 4" = (3+1)" = Y"1 _ (})3%F =
1+3n+> ., (Z) 3%, coz je po pfi¢teni 6n a odecteni jedné ziejmé délitelné 9.



