2. cviceni z PSt — 9.3.2021

Podminéna pravdépodobnost
1. Jaky je vztah tvrzeni P(A | B) > P(A) a P(B | A) > P(B)?

2. Pro planovani vyletu do Krkono$ pouzivame ceskou a polskou predpovéd podasi. Predpokladejme, Ze
kazda z nich méa tutéz pravdépodobnost uspéchu p € [0, 1], obé piedpovédi jsou nezavislé. PouZzivame je
takto: pokud se shoduji, véfime jim, pokud ne, rozhodneme se ndhodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze se
rozhodneme spravné?

3. (Paradox Monty Halla) V soutéZni hie soutézici (tj. my) stojime na podiu pred tfemi dvefmi. Za jednimi je
auto (to chceme), za ostatnimi koza (tu nechceme, moc Zere). Vybereme si jedny dvefe, ale neZ je otevieme,
tak moderator otevie jedny ze zbylych dvefi, ukdze za nimi kozu, a nabidne nam, Ze mtzeme svoji volbu
zménit. Mame to udélat? Pomuze to? Uvédomte si, ze zadani ma (minimaln€) nasledujici dvé varianty:

(a) moderator vi, kde je auto, a tomu p¥izpusobi, které dvefe otevie

(b) moderator si hodi korunou, které dvefe oteviit. Kdyby odhalil auto, tak bychom asi prohrali, ale to se
zrovna nestalo.

Budeme pouzivat strategii, kdy dvefe zménime. Spoéitejte pravdépodobnost, Ze vyhrajeme auto, ve varian-
tach (a), (b).

Nezavislé jevy
4. Pokud jsou jevy A, B nezavislé, tak jsou nezavislé i jevy A, B¢. A také jevy A€, B°.

5. Mohou byt dva jevy nezavislé a zaroven disjunktni?

6. Najdéte jevy A, B, C takové, ze P(AN BNC) = P(A)P(B)P(C), ale jevy nejsou po dvou nezavislé.
Bayesova véta

7. Petr dostava hodné emailt, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamovy filtr 90 % spami spravné oznadi,
ale také 5 % Fadnych emaild oznadi jako spam.

(a) Kolik procent emaili bude oznadeno jako spamy?

(b) Kolik procent Ffadnych emailil je mezi témi, co jsou oznadené jako spamy?

(¢) Kolik procent spamii je mezi emaily, které testem prosly?

8. Koufovymi signaly pfenasime binarni soubor. Je proto pomérné vysoka pravdépodobnost chyby u kazdého
bitu: 0 se jako 0 pfenese jen s pravdépodobnosti 0.9, 1 jako 1 jen s pravdépodobnosti 0.8. Pfedpokladejme
(trochu neseriozné), ze jednotlivé znaky se pfenasi nezavisle.

(a) Pokud jsme dostali signal 0, jaka je pravdépodobnost, Ze byl opravdu vyslan?

(b) Dostali jsme zpravu 0010. Jaka je pravdépodobnost, Ze byla opravdu vyslana?

(¢) Jak se vypocet zméni, pokud budeme pro kontrolu vysilat kazdy symbol t¥ikrat (a pak vezmeme
Cast&jsi z téch ti pokusi)?

9. Pokud vidime bilého pudla, zvySuje to nasi divéru, ze je kazda vrana Cerna?
Hratky s ndhodnymi veli¢inami

10. Prokop hézi basketbalovym mi¢em na kos, v kazdém pokusu mé pravdépodobnost zasahu 1/10, pokusy
jsou nezavislé. Skoné¢i po prvnim zasahu. Ozna¢me X celkovy pocet hodii.
(a) Jaka je P(X > k)?
(b) Jaka je distribuce X? Tj. uréete pravdépodobnostni funkci px, tj. pro kazdé x uréete P(X = z).
(c) Jaka je P(X > 10| X > 5)?



(d) Jaka je E(X)?

11. Pokracovani z minulé tlohy: oznac¢me Y = X mod 2, tj. Y = 0, pokud je X sudé, jinak Y = 1. Urcete
distribuci Y.

12. Quido také hazi mi¢em na kos, ma pravdépodobnost p, Ze se trefi. Ozna¢me Z podcet zasahi z n pokust.
Urcete distribuci Z.

Bonusy

13. (Simpsoniiv paradox) V této tloze budeme mit bonbony dvou druhii: dobré Gervené a nedobré zelené.
Bonbony ale vybirame z nadoby poslepu (nebo jsme barvoslepi). Rozhodnéte, zda se miiZze stat nasledujici
podivnost:

e Pii vytahovani bonbonu z bilé krabice méame vyssi pravdépodobnost, ze vytahneme dobry bonbon, nez
z Cerné krabice.

e Pri vytahovani bonbonu z bilého sacku méame vyssi pravdépodobnost, Ze vytdhneme dobry bonbon,
nez z ¢erného sacku.

e Pokud pfesypeme bonbony z bilého sacku do bilé krabice (a z erného do erné krabice), tak budeme
mfit lepsi pravdépodobnost vytazeni dobrého bonbonu v ¢erné krabici.

14. (Prosecutor’s fallacy) Pani C umfely dvé déti kratce po narozeni. Je obzalovana za dvojnasobnou vrazdu.
Zalobce argumentuje takto: Pravdépodobnost syndromu nahlého amrti kojenci je 1/8500. Takze pravdépo-
dobnost dvou takovych jevi je 1/85002. Tudi# pravdépodobnost, Ze pani C je nevinna je 1/85002, coz je
hodné malo.

Formulujte argumenty Zalobce v fe¢i pravdépodobnosti a naleznéte v nich dvé chyby.

K procviceni

15. Logicka formule A = B je ekvivalentni obméné —B = —A. Budeme se zabyvat analogiemi zahrnujicimi
pravdépodobnost.

(a) Ukazte, ze pokud P(B | A) = 1, tak také P(A°| B°) = 1.

(b) Ukazte, ze je vSak mozné, aby P(B | A) =1, ale P(A° | B°) = 0.

16. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna ma na obou stranach orla. Vytahneme nahodnou
minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsme si vytahli ,,dvouorlovou*
minci? (Zkuste napied odhadnout, pak spodcitat.)

17. Na chorobu C méame dva testy, A a B. Test A ma sensitivitu i specificitu p = 0.95. Test B vzdy fekne,
Ze pacient je zdravy. Pfedpokladejte, ze P(C) = 0.01.

(a) Spoctéte pro oba testy pravdépodobnost tspéchu (tj. spravné odpovédi), pouZijeme-li je na ndhod-
ného pacienta. Rozmyslete si, co to fikd o uzitecnosti obou testi.

(b) Pro jaké p je pravdépodobnost tspéchu obou testi stejna?

18. Ve volbéach hlasuji lidé pro dva kandidéaty, A a B. Pi odchodu z volebni mistnosti jsou voli¢i ndhodné
pozadani o ucast v exit-poll. Predpokladejme, Ze kdo odpovi, odpovi popravdé koho volil, ale ne vsichni se
zaastni. Oznacime-li £ mnozinu voli¢i, ktefi se exit-pollu zucastni, tak predpokladejme P(E | A) = 0.7 a
P(E | A%) = 0.4. Vysledky exit-pollu jsou 60 % pro A. Jaky je skuteény podil lidi, ktefi hlasovali pro A?

19. Mame tfi normélni hraci kostky a jednu kostku, kde jsou tii jednicky a t¥i dvojky. Vybereme uniformné
néhodné jednu z kostek, hodime a padne jednicka. Jaka je pravdépodobnost, Ze jsme vybrali normalni kostku?



