Algebrou proti koronaviru I
(cviceni cihlovou barvou jsme udélali na cviceni, a tak je muzete vynechat)
Délitelnost & pocitani modulo
Pripomenime si, Ze je-lin € N, pak pro celd ¢isla a,b definujeme a = b (modn) prdvé tehdy, kdyzn | (a—Db).
Rychle se zjisti, Ze pro a = b(modm) a ¢ = d (modm) plati aCe = bd (modm), kde O je nékterd z operact
+7 Ty
1. Dokazte, ze pro a,b,c,m € Z, c,m # 0 plati:

(a) a =b(modm) < ac = bc (mod mc) [rozepiSe se definice (viz vyse) a
upravi, pro implikaci ,=“ napt. a = b(modm) = m | (a —b) = t-m = (a — b) pro néjaké t € Z
= ctm=c-(a—b) = (ca—cbh), tj. cm | (ca — cb) ]

(b) jsou-li ¢ a m nesoudélnd, pak a = b (modm) < ac = be (modm)

2. Ukaite, ze n? = 1 (mod 8) pro kazdé liché n € N.

3. Vyfteste v celych ¢islech nasledujici rovnice:

(a) x =2 (mod8) [t =2+ 8k; k € Z]
(b) 3z =2 (mod5) [ =4+ 5k k € Z]
(¢) 6z =2 (mod8) [t =3+ 4k; k € Z]
(d) 2? = 36 (mod 45) [{6,9} + 15k, k € Z]

2 =

4. Bud p prvocislo. Najdéte vsechna feseni rovnice x (mod p) a ukazte, ze jsou opravdu vsechna.

(Na cviéeni jsme si k tomu zminili charakterizaci prvocisel, kterd éasto ulehét Zivot:
p je prvocislo < (pla-b=p|aVp|b).) [£1+4+p-k, k € Z]
Eukleidtv algoritmus & Bézoutovy koeficienty
Pripomernime si rozsireny FEukleidiv algoritmus:
e vstup: a,b e N,a >0

e vystup: NSD(a,b) a z,y € Z takova, ze = -a+ y-b = NSD(a,b) (x,y fikdme Bézoutovy koeficienty
¢isel a a b)

krok 1. i:=1; (ao, a1) := (a,b); (0, z1) := (1,0); (Yo, y1) = (0,1);

krok 2. while (a; > 0) do
{ait1:= (ai-1)moda;; ¢ = (ai—1)divay;  Tip1 = 21— @5 Yip1 = Yio1— Vi@ =i+ 1}

krok 3. return a;—1, Ti—1, Yi-1.

Najdéte NSD (37,10) a piislusné Bézoutovy koeficienty. [1 =3-37—11-10; v Zs; tedy plati
107! = —11 = 26 (mod 37)]

ot

6. Najdéte NSD (1023, 96) a piislusné Bézoutovy koeficienty. [3 =1023-(—3) + 96 - 32]

7. Najdéte 2771 v télese Zy. [38]



Okruhy & obory

8. Ovérte, ze polynomy s redlnymi koeficienty R[x]| chdpané jako redlné funkce tvoii s obvyklymi operacemi
+,—. - a konstantami 0 a 1 obor a polynomy s raciondlnimi koeficienty Q[z], resp. s celo¢iselnymi
koeficienty Z[z] jsou jeho podobory. [Ze jsou Q[z], resp. Z[x] okruhy/obory, se ovéii stejné jako
pro R[z] (viz cviceni). Podobory jsou to proto, ze piislusné operace jsou restrikcemi operaci z R[z] a 0,
resp. 1 lze povazovat jak za polynomy s redlnymi, tak i s racionalnimi, resp. celo¢iselnymi koeficienty.|

9. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici mnoziny podokruhy télesa C:

(a) {a+0bv2]|a,beZ} [ne]
(b) {a+bv2]|a,beZ} [ano]
Ey [ne: problém je s ndsobenim,

(c) {a+bC|a,beZ}, kde ( =e _
(a+bC) - (c+dC) = (ac) + (ad+ be)C + bd - €3]
Nasledugi otdzky ulehéi pohled do skript:
10. Ukazte, ze pro n € N jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
(a) Zy je téleso
(b) Z,, je obor

(¢) n je prvocislo
11. Urcete prvookruh (definice na str. 6 dole v rdmci prikladu) a charakteristiku obortu z piikladu 8
(definice na str. 5). [pro oba plati: prvookruh je Z, charakteristika je tudiz 0]
12. Popiste nejmensi podokruh (s jednotkou!) maticového okruhu Ms(Z), ktery obsahuje prvek (8 (1)>

Tvoii tento podokruh komutativni okruh? [{ (g 2) | a,b € Z}; je komutativni]

Af to jde od ruky a za tyden na vidénou,
P.

P.S. Pro odvdzné nékolik zabavnijch a zcela dobrovolngch prikladi navic:

13* Pomoci moduldrni aritmetiky odvod'te kritérium délitelnosti pro

[Cislo ¢ uvazujme v jeho dekadickém zépise jako ¢ = > g ail0% pro a; € {0...9} a uvazme 10°

modulo 9, resp. 11. ]

14* Ukazte, ze stoleti (pokud se nezméni kalendar) nikdy nebudou zacinat stfedou, patkem ani nedéli. (1.
ledna 2001 bylo pondéli.)

15* Vyteste v celych éfslech 22 + 10z + 6 = 0 (mod 17).  [napt. lze pievést na c¢tverec a vyuzit cvicent 4;
(1,6} + 17k; k € Z]

16> Ukazte, Ze je-li obor integrity koneény, pak uz jde o téleso. [Tvrezni 1.5 ze skript]

17* Rozmyslete si, ze zadné dva z okruhtt Q, Q[z], Q[v/2] nejsou izomorfni.



