
Algebrou proti koronaviru I
(cvičeńı cihlovou barvou jsme udělali na cvičeńı, a tak je můžete vynechat)

Dělitelnost & poč́ıtáńı modulo

Připomeňme si, že je-li n ∈ N, pak pro celá č́ısla a, b definujeme a ≡ b (modn) právě tehdy, když n | (a−b).
Rychle se zjist́ı, že pro a ≡ b (modm) a c ≡ d (modm) plat́ı a�c ≡ b�d (modm), kde � je některá z operaćı
+,−, ·.

1. Dokažte, že pro a, b, c,m ∈ Z, c,m 6= 0 plat́ı:

(a) a ≡ b (modm)⇔ ac ≡ bc (modmc) [rozeṕı̌se se definice (viz výše) a
uprav́ı, pro implikaci

”
⇒“ např. a ≡ b (modm)⇒ m | (a− b)⇒ t ·m = (a− b) pro nějaké t ∈ Z

⇒ ctm = c · (a− b) = (ca− cb), tj. cm | (ca− cb) ]

(b) jsou-li c a m nesoudělná, pak a ≡ b (modm)⇔ ac ≡ bc (modm)

2. Ukažte, že n2 ≡ 1 (mod 8) pro každé liché n ∈ N.

3. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı rovnice:

(a) x ≡ 2 (mod 8) [x = 2 + 8k; k ∈ Z]

(b) 3x ≡ 2 (mod 5) [x = 4 + 5k; k ∈ Z]

(c) 6x ≡ 2 (mod 8) [x = 3 + 4k; k ∈ Z]

(d) x2 ≡ 36 (mod 45) [{6, 9}+ 15k, k ∈ Z]

4. Bud’ p prvoč́ıslo. Najděte všechna řešeńı rovnice x2 ≡ 1 (mod p) a ukažte, že jsou opravdu všechna.
(Na cvičeńı jsme si k tomu zmı́nili charakterizaci prvoč́ısel, která často ulehč́ı život:
p je prvoč́ıslo ⇔ (p | a · b⇒ p | a ∨ p | b).) [±1 + p · k, k ∈ Z]

Eukleid̊uv algoritmus & Bézoutovy koeficienty

Připomeňme si rozš́ıřený Eukleid̊uv algoritmus:

• vstup: a, b ∈ N, a ≥ b

• výstup: NSD(a, b) a x, y ∈ Z taková, že x · a + y · b = NSD(a, b) (x, y ř́ıkáme Bézoutovy koeficienty
č́ısel a a b)

krok 1. i := 1; (a0, a1) := (a, b); (x0, x1) := (1, 0); (y0, y1) := (0, 1);

krok 2. while (ai > 0) do
{ai+1 := (ai−1) mod ai; qi := (ai−1) div ai; xi+1 := xi−1−xi ·qi; yi+1 := yi−1−yi ·qi; i := i+1; }

krok 3. return ai−1, xi−1, yi−1.

5. Najděte NSD (37, 10) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty. [1 = 3 · 37− 11 · 10; v Z37 tedy plat́ı
10−1 = −11 ≡ 26 (mod 37)]

6. Najděte NSD (1023, 96) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty. [3 = 1023 · (−3) + 96 · 32]

7. Najděte 27−1 v tělese Z41. [38]
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Okruhy & obory

8. Ověřte, že polynomy s reálnými koeficienty R[x] chápané jako reálné funkce tvoř́ı s obvyklými operacemi
+,−, · a konstantami 0 a 1 obor a polynomy s racionálńımi koeficienty Q[x], resp. s celoč́ıselnými
koeficienty Z[x] jsou jeho podobory. [Ze jsou Q[x], resp. Z[x] okruhy/obory, se ověř́ı stejně jako
pro R[x] (viz cvičeńı). Podobory jsou to proto, že př́ıslušné operace jsou restrikcemi operaćı z R[x] a 0,
resp. 1 lze považovat jak za polynomy s reálnými, tak i s racionálńımi, resp. celoč́ıselnými koeficienty.]

9. Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı množiny podokruhy tělesa C:

(a) {a+ b 3
√

2 | a, b ∈ Z} [ne]

(b) {a+ b
√

2 | a, b ∈ Z} [ano]

(c) {a+ bζ | a, b ∈ Z}, kde ζ = e
πi
4 [ne: problém je s násobeńım,

(a+ bζ) · (c+ dζ) = (ac) + (ad+ bc)ζ + bd · e
πi
2 ]

Následuj́ı otázky ulehč́ı pohled do skript:

10. Ukažte, že pro n ∈ N jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

(a) Zn je těleso

(b) Zn je obor

(c) n je prvoč́ıslo

11. Určete prvookruh (definice na str. 6 dole v rámci př́ıkladu) a charakteristiku obor̊u z př́ıkladu 8
(definice na str. 5 ). [pro oba plat́ı: prvookruh je Z, charakteristika je tud́ıž 0]

12. Popǐste nejmenš́ı podokruh (s jednotkou!) maticového okruhu M2(Z), který obsahuje prvek

(
0 1
0 0

)
.

Tvoř́ı tento podokruh komutativńı okruh? [{
(
a b
0 a

)
| a, b ∈ Z}; je komutativńı]

At’ to jde od ruky a za týden na viděnou,
P.

P.S. Pro odvážné několik zábavných a zcela dobrovolných př́ıklad̊u nav́ıc:

13.? Pomoćı modulárńı aritmetiky odvod’te kritérium dělitelnosti pro

(a) 9

(b) 11

[Č́ıslo c uvažujme v jeho dekadickém zápise jako c =
∑n

i=0 ai10i, pro ai ∈ {0 . . . 9} a uvažme 10i

modulo 9, resp. 11. ]

14.? Ukažte, že stolet́ı (pokud se nezměńı kalendář) nikdy nebudou zač́ınat středou, pátkem ani neděĺı. (1.
ledna 2001 bylo ponděĺı.)

15.? Vyřešte v celých č́ıslech x2 + 10x+ 6 ≡ 0 (mod 17). [např. lze převést na čtverec a využ́ıt cvičeńı 4;
{1, 6}+ 17k; k ∈ Z]

16.? Ukažte, že je-li obor integrity konečný, pak už jde o těleso. [Tvrezńı 1.5 ze skript]

17.? Rozmyslete si, že žádné dva z okruh̊u Q, Q[x], Q[
√

2] nejsou izomorfńı.

2


