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Co uz vime

>

>

definice pravdépodobnostniho prostoru (2, F, P): dva
axiomy
naivni pravdépodobnostni prostor: 2 kone¢na, F = P(Q2),
P(A) = |A]/19|
diskrétni pravdépodobnostni prostor: Q = {w1,wo, ...},
F=P), > pi=1
P(A) = > pi
Tw; €A
geometricky pravdépodobnostni prostor:
Q C R? s konecnym objemem,
P(A) := Vg(A)/Va()
pravdépodobnostni prostor spojity s hustotou:
Q C R? s funkei f, kde [, f =1,
P(A) = fA f



Co uz vime: Zakladni vlastnosti

V pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P) plati pro A, B € F
> P(A°)=1- P(A) (Ac=Q\ A)
» ACB= P(A) < P(B)
» P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANDB)
> P(AiUAyU...) <), P(A;) (subaditivita, Booleova nerovnost)

» Definujeme podminénou pravdépodobnost (pro P(B) > 0).

P(ANB)

P(A|B) = =55

> Q(A) = P(A | B) splnuje axiomy pro pravdépodobnost



Prehled

Podminéna pravdépodobnost



Zretézené podminovani
> P(ANB) = P(B)P(A| B)

Véta
Pokud Ay, ..., A, e FaP(AiNn---NA,) >0, tak

P(AinAyn---NA,) =

P(A))P(Ay | A1)P(As | A1 N As)...P(A, | ﬂ Ay)

» Priklad: vytdhneme 3 karty z baliCku 52 karet. Jaka je
P(zadné srdce)?



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

Definice
Spocetny systém mnoZin By, Bs, ... € F je rozklad
(partition) 2, pokud

» BNBj=0proi+#ja

> U, Bi = .
Véta
Pokud By, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

ZP P(A| B))

(scCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

» 1. aplikace. Mame tfi mince: P+O, P+P, O+0O. Jaka je
pravdépodobnost, ze padne orel?



Véta o uplné pravd. = Rozbor vSech moznosti

» 2. aplikace. Gambler’s ruin — zbankrotovani hazardniho
hrace.
Méame a korun, nas protihrac b korun. Hrajeme opakované
spravedlivou hru o 1 K¢, dokud nékdo nepfijde o vSechny
penize. Jaka je pravdépodobnost, Zze vyhrajeme?



Bayesova véta

Véta

Pokud By, Bs, ... jerozkladQ, A e F, P(A)>0aP(B;)>0,
tak

P(A) - Y, P(Bi)P(A|B;)
(scCitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0).

P(B; | A) = P(Bj)P(A| Bj) _ _P(Bj)P(A| Bj)




Bayesova véta



Nezavislost jevu

Definice
Jevy A, B € F jsou nezavislé (independent) pokud
P(ANB)=P(A)P(B).

> Pak také P(A | B) = P(A), pokud P(B) > 0.

Priklad: Hodime dvakrat minci. Ozna¢me
» A={weQ:w =P} = poprvé padla panna”
» B={weN:wy =P} = podruhé padla panna“
> O ={we Q:w #ws} = ,padla pravé jedna panna®



Nezavislost vice jevu

Definice
Jevy {A; : i € I} jsou (vzajemné) nezavislé, pokud pro kaZdou
konec¢nou mnozZinu J C I

P(()A) =] P(49).

ieJ iceJ

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J,
nazyvame jevy {A;} po dvou nezavislé (pairwise independent).



Spojitost pravdépodobnosti

Véta
Necht pro mnoZiny z prostoru jevu plati

Al C Ay CA3C -
aA=U2 A;. Pak plati

P(A) = lim P(A4;).

1—00

» A, C {P,O}N, A, = mezi prvnimi n hody padl aspoii
jednou orel.



Prehled

Diskrétni nahodné veli¢iny



Nahodna veli€ina/proménna
Casto nas zajima ¢islo dané vysledkem nahodného pokusu.
» Hodime na terC a zméfime vzdalenost od stfedu.

» Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka, ale pak si
vS§imneme jenom toho, kolik hodu to trvalo.

» U quicksortu (algoritmus na tfidéni) mérime pocet kroku
(v zavislosti na nahodné volbé pivotu).

Definice

Méjme pravdeépodobnostni prostor (2, F, P). Funkci X : Q — R
nazveme diskrétni nahodna veli¢ina (discrete random variable),
pokud I'm(X) (obor hodnot X ) je spocetna mnozina a pokud
pro vsechna realna x plati

{weQ: X(w)=2a}eF.



Pravdépodobnostni funkce

Definice
Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf)
diskrétni nahodné veliciny X je funkce px : R — [0, 1] takova,
Ze

px(x) =P(X =2)=PH{weQ: X(w) =1})

> erlm(X) px(x) =?

> S:=Im(X) Q(A) := erApX(az)
(S,P(S), Q) je diskrétni pravdépodobnostni prostor.

» Pro S = {s; : i € I} spoCetnou mnozinu realnych Cisel a
c; € [0,1] splnujici ), ; c; = 1 existuje pravdépodobnostni
prostor a diskrétni n.v. X na ném takova, ze px(s;) = ¢
pro: e I.



Prehled

Priklady diskrétnich n.v.



Bernoulliho/alternativni rozdéleni

» X = pocet orlu pfi jednom hodu nespravedlivou minci.
» ZnaCime X ~ Bern(p). (Nékdy se znacCi Alt(p).)

» Dano p € [0, 1].

> px(1) =p

> px(0)=1-p

» px(k)=0prok #0,1

v

Pro libovolny jev A € F definujeme indikatorovou n.v. 1 4:
Iy(w) =1pokud w € A, I4(w) = 0 jinak.
» [4 ~ Bern(P(A))

v



Binomialni rozdéleni
» X = pocet orlt pfi n hodech nespravedlivou minci.

» ZnaCime X ~ Bin(n,p).

» Dano p € [0, 1].
> px(k) = (Z)pk(l —p)”_k prok € {0,1,...,n}



Binomialni rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

Vygenerovano nasledujicim kédem v R
x40 <— 0:40
plot (x40, dbinom(x40, 40, 0.1))

plot (x40, dbinom (x40, 40, 0.5))
plot (x40, dbinom (x40, 40, 0.9))



Poissonovo rozdéleni

> ZnaCime X ~ Pois(\).

» Dano realné )\ > 0.
PR

» Pois(A) je limitou Bin(n, A\/n)

» X popisuje napf. pocet emaill, které dostaneme za jednu
hodinu.



Poissonovo rozdéleni: pravdépodobnostni funkce
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x40 <— seq(0, 40,by=1)
plot (x40, dpois (x40, 4))



Poissonovo paradigma

> A,..., A, jsou (skoro-)nezavislé jevy s P(A;) = p;,
A =Y. pi- Necht n je velkeé, kazdé z p; malé. Pak pfiblizné
plati

Z 14, ~ Pois(\).
i=1



Geometrické rozdéleni

» X = kolikatym hodem minci pad| prvni orel.
» ZnaCime X ~ Geom(p).

» Dano p € [0, 1].
> px(k) = (1-p)*'p
» Neékdy se tomuto rozdéleni fika posunuté geometrické, a

za normalni geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, tj.
pocet netspésnych hodu.



Prehled

Stfredni hodnota



Stredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji stfredni hodnota (expectation)
je oznaCovana E(X) a definovana

pokud soucet ma smysl.



LOTUS

» Pro reélnou funkci g a diskrétni n.v. X je Y = ¢g(X) také
diskrétni n.v.

Véta (LOTUS)
Pokud X je diskrétni n.v. a g realna funkce, tak

pokud soucet ma smysl.



Vlastnosti E
Véta
Necht X, Y jsou diskrétni n.v. aa,b € R.
1. Pokud P(X >0)=1aE(X) =0, tak P(X =0) = 1.
2. PokudE(X) > 0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b) =a-E(X)+0.
4. B(X +Y) =E(X)+E().



Podminéna stfredni hodnota

Definice
Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminéna stfedni

hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X
given B) je

E(X|B)= ) 2 -P(X=uz|B),
zelm(X)

pokud soucet ma smysl.



Rozbor vSech moznosti

Véta
Pokud B, Bs, ... jerozklad ) a A € F, tak

E(X) = ZE(X | B;))P(By),

kdykoliv ma soucet smysl. (S¢itance s P(B;) = 0 povaZujeme
za0.)



Rozbor vSech moznosti



Prehled

Bonusy



Bertrand’s paradox



Simpsons’s paradox
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