
Algebrou proti koronaviru 0

Dělitelnost & poč́ıtáńı modulo

Připomeňme si, že je-li n ∈ N, pak pro celá č́ısla a, b definujeme a ≡ b (modn) právě tehdy, když n | (a− b).
Rychle se zjist́ı, že pro a ≡ b (modm) a c ≡ d (modm) plat́ı a�c ≡ b�d (modm), kde � je některá z operaćı
+,−, ·.

1. Dokažte, že pro a, b, c,m ∈ Z, c,m 6= 0 plat́ı:

(a) a ≡ b (modm)⇔ ac ≡ bc (modmc)

(b) jsou-li c a m nesoudělná, pak a ≡ b (modm)⇔ ac ≡ bc (modm)

Předchoźı tvrzeńı je užitečný nástroj k řešeńı následuj́ıćıch př́ıklad̊u:

2. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı rovnice:

(a) x ≡ 2 (mod 8) [x = 2 + 8k; k ∈ Z]

(b) 3x ≡ 2 (mod 5) [x = 4 + 5k; k ∈ Z]

(c) 6x ≡ 2 (mod 8) [x = 3 + 4k; k ∈ Z]

(d) x2 ≡ 36 (mod 45) [{6, 9}+ 15k, k ∈ Z]

3. Ukažte, že n2 ≡ 1 (mod 8) pro každé liché n ∈ N.

4. Bud’ p prvoč́ıslo. Najděte všechna řešeńı rovnice x2 ≡ 1 (mod p) a ukažte, že jsou opravdu všechna.

A pro odvážné několik zábavných a zcela dobrovolných př́ıklad̊u nav́ıc:

5.? Vyřešte v celých č́ıslech x2 + 10x + 6 ≡ 0 (mod 17). [{1, 6}+ 17k; k ∈ Z]

6.? Pomoćı modulárńı aritmetiky odvod’te kritérium dělitelnosti pro

(a) 9

(b) 11

7.? Ukažte, že je-li 2n − 1 prvoč́ıslo, je i n ∈ N prvoč́ıslo. (Z dlouhé chv́ıle si můžete vyzkoušet, že n = 11
dokazuje, že obrácená implikace neplat́ı.)

8.? Ukažte, že stolet́ı (pokud se nezměńı kalendář) nikdy nebudou zač́ınat středou, pátkem ani neděĺı. (1.
ledna 2001 bylo ponděĺı.)
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