Algebra — cviceni 1
(piiklady cihlovou barvou jsme délali on-line, na doma jsou ty ostatni)

Délitelnost & pocitani modulo

Pripomenime si, Ze je-li n € N, pak pro celd ¢isla a,b definujeme a = b(modn) vztahem n | (a —b), ktery
éteme ,n déli a — b“ a je definovdn jako (3¢ € Z)en = a — b. Rychle se zjisti, Ze pro a = b(modm) a
¢ = d(modm) plati aOc = b0d (mod m), kde OJ je nékterd z operaci +,—, -

1. Dokazte, ze pro a,b € Z a ¢,m € N plati:

(a) a=b(modm) < ac = bc (mod mc);

(b) jsou-li ¢ a m nesoudélnd, pak a = b(modm) < ac = be (modm).
2. Vyfteste v celych ¢&islech néasledujici kongruence:

x = 2 (mod 8);
2 (mod 5);

6x = 2 (mod 8);

(d) 2% = 36 (mod 45).

3. Ukazte, ze n? = 1 (mod 8) pro kazdé liché n € N.

Y ~ 7 * 1> M ~ > ’ 2 4 ~ - . -
4. Bud p prvocislo. Najdéte vSechna feSeni kongruence 2 = 1 (mod p) a ukazte, ze jsou opravdu vSechna.

Eukleidav algoritmus & Bézoutovy koeficienty
Pripomenme si rozsiveny Eukleidiuv algoritmus:
e vstup: a,b e N,a>b

e vystup: NSD(a,b) a z,y € Z takovd, ze x - a +y - b = NSD(a,b) (x,y tikdme Bézoutovy koeficienty
¢isel a a b)

krok 1. 1:=1; (a0, a1) := (a,b); (0, 21) == (1,0); (yo,y1) = (0,1);

krok 2. while (a; > 0) do
{aiy1:= (ai—1)moda;; ¢ := (ai—1)diva;; i1 =21 — 2 ¢5 Yip1 = Yi-1— Vi Qs  1:=1+1}

krok 3. return a;_1, T;—1, Yi—1.

5. Najdéte NSD (37,10) a piislusné Bézoutovy koeficienty.
6. Najdéte NSD (1023, 96) a piislusné Bézoutovy koeficienty.

7. Najdéte 277! v télese Zy.



Okruhy & obory

8. Oveérte, ze polynomy s redlnymi koeficienty R[z] tvoii s obvyklymi operacemi +, —, - a konstantami 0
a 1 obor a polynomy s raciondlnimi koeficienty Q[z], resp. s celo¢iselnymi koeficienty Z[z] jsou jeho
podobory.

9. Rozhodnéte, zda tvoii nasledujici mnoziny podokruhy télesa C:

(a) {a+0bv/2;a,beZ};
(b) {a+bv2; a,beZ};
(¢) {a+b(a,beZ}, kde ( =e.

10. Popiste nejmensi podokruh (s jednotkou!) maticového okruhu Ms(Z), ktery obsahuje prvek <8 (1)>

Tvori tento podokruh komutativni okruh?
11. Ukazte, ze pro n € N jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(a) Zy, je téleso;
(b) Z,, je obor;

(¢) n je prvocislo.

A pro odvdiné nékolik zdbavnijch a zcela dobrovolngch prikladi navic:

12* Vyieste v celych é&islech 22 + 10z + 6 = 0 (mod 17).
13* Pomoci modulérni aritmetiky odvod'te kritérium délitelnosti pro

(a) 9
(b) 11

14* Ukazte, ze stoleti (pokud se nezméni kalendaf) nikdy nebudou zaéinat stiedou, patkem ani nedeéli. (1.
ledna 2001 bylo pondéli.)

15* Dokazte, ze 9 | 4™ 4+ 6n — 1 pro vSechna n € N.



