
Algebra — cvičeńı 1
(př́ıklady cihlovou barvou jsme dělali on-line, na doma jsou ty ostatńı)

Dělitelnost & poč́ıtáńı modulo

Připomeňme si, že je-li n ∈ N, pak pro celá č́ısla a, b definujeme a ≡ b (modn) vztahem n | (a − b), který
čteme

”
n děĺı a − b“ a je definován jako (∃c ∈ Z) cn = a − b. Rychle se zjist́ı, že pro a ≡ b (modm) a

c ≡ d (modm) plat́ı a�c ≡ b�d (modm), kde � je některá z operaćı +,−, ·.

1. Dokažte, že pro a, b ∈ Z a c,m ∈ N plat́ı:

(a) a ≡ b (modm)⇔ ac ≡ bc (modmc);

(b) jsou-li c a m nesoudělná, pak a ≡ b (modm)⇔ ac ≡ bc (modm).

2. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı kongruence:

(a) x ≡ 2 (mod 8);

(b) 3x ≡ 2 (mod 5);

(c) 6x ≡ 2 (mod 8);

(d) x2 ≡ 36 (mod 45).

3. Ukažte, že n2 ≡ 1 (mod 8) pro každé liché n ∈ N.

4. Bud’ p prvoč́ıslo. Najděte všechna řešeńı kongruence x2 ≡ 1 (mod p) a ukažte, že jsou opravdu všechna.

Eukleid̊uv algoritmus & Bézoutovy koeficienty

Připomeňme si rozš́ıřený Eukleid̊uv algoritmus:

• vstup: a, b ∈ N, a ≥ b

• výstup: NSD(a, b) a x, y ∈ Z taková, že x · a + y · b = NSD(a, b) (x, y ř́ıkáme Bézoutovy koeficienty
č́ısel a a b)

krok 1. i := 1; (a0, a1) := (a, b); (x0, x1) := (1, 0); (y0, y1) := (0, 1);

krok 2. while (ai > 0) do
{ai+1 := (ai−1) mod ai; qi := (ai−1) div ai; xi+1 := xi−1−xi · qi; yi+1 := yi−1− yi · qi; i := i+ 1}

krok 3. return ai−1, xi−1, yi−1.

5. Najděte NSD (37, 10) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty.

6. Najděte NSD (1023, 96) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty.

7. Najděte 27−1 v tělese Z41.
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Okruhy & obory

8. Ověřte, že polynomy s reálnými koeficienty R[x] tvoř́ı s obvyklými operacemi +,−, · a konstantami 0
a 1 obor a polynomy s racionálńımi koeficienty Q[x], resp. s celoč́ıselnými koeficienty Z[x] jsou jeho
podobory.

9. Rozhodněte, zda tvoř́ı následuj́ıćı množiny podokruhy tělesa C:

(a) {a+ b 3
√

2; a, b ∈ Z};
(b) {a+ b

√
2; a, b ∈ Z};

(c) {a+ bζ; a, b ∈ Z}, kde ζ = e
πi
4 .

10. Popǐste nejmenš́ı podokruh (s jednotkou!) maticového okruhu M2(Z), který obsahuje prvek

(
0 1
0 0

)
.

Tvoř́ı tento podokruh komutativńı okruh?

11. Ukažte, že pro n ∈ N jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

(a) Zn je těleso;

(b) Zn je obor;

(c) n je prvoč́ıslo.

A pro odvážné několik zábavných a zcela dobrovolných př́ıklad̊u nav́ıc:

12.? Vyřešte v celých č́ıslech x2 + 10x+ 6 ≡ 0 (mod 17).

13.? Pomoćı modulárńı aritmetiky odvod’te kritérium dělitelnosti pro

(a) 9

(b) 11

14.? Ukažte, že stolet́ı (pokud se nezměńı kalendář) nikdy nebudou zač́ınat středou, pátkem ani neděĺı. (1.
ledna 2001 bylo ponděĺı.)

15.? Dokažte, že 9 | 4n + 6n− 1 pro všechna n ∈ N.
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