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1 Ciselné obory a jejich vlast-
nosti

Zname néasledujici ¢iselné obory:

N=1{1,2,3,4,...} prirozené cisla,

No = NU {0}

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} celd Cisla
k

Q={-lk€ZneN} raciondlni ¢isla
n

A vime, ze N C Z C Q. Muzeme fici, Zze mnozina Q je ,vét$i“ nez mnozina N7
Obé maji nekonec¢né mnoho prvki. Mohutnost mnoZiny je pojem pro velikost
mnoziny. V ptipadé konec¢nych mnozin je to pocet prvki.

Definice 1.1. Dvé mnoziny M a N maji stejnou mohutnost, pokud existuje

bijekce z A do B. Mnozina M je spocetnd pokud ma stejnou mohutnost jako
N.

Snadno nahlédneme, Ze mnozina celych ¢isel je spocetnd, staci ji preuspo-
fadat: Z = {0,—1,1,—2,2,...}. Mnozina racionalnich ¢isel je také spocetna,
potiebnou bijekci lze zkonstruovat sefazenim zlomki v zakladnim tvaru v po-
fadi, v jakém je prochézi Sipka na Obrazku 1.1.

Alternativné muzeme kazdé racionalni ¢islo reprezentovat desetinngm roz-
vojem. Tento desetinny rozvoj bude vzdy kone¢ny nebo periodicky.

Definice 1.2. MnoZina redlngch c¢isel R je tvofena vSemi desetinnymi rozvoji
+dy, didads . ..
kde dy € Ng a d; € {0,1,2,3,...,9} proi € N.

Pozor: Jednomu realnému ¢islu mize odpovidat vice nez jeden desetinny
rozvoj. Konkrétné: +0,000... = —0,000...a 1,000...=10,999....
Cisla v R\ Q nazyvame iraciondlni.

Véta 1.3 (Iracionalita v/2). /2 je iraciondini.

Véta 1.4 (Hustota raciondlnich ¢isel). Pro kaZdd dvé redlnd c¢isla a a b, takovd
Ze a < b existuje raciondlni ¢islo q takové, Ze a < q < b.

Diikaz. Cviceni. ]
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Obrézek 1.1: Bijekce mezi pfirozenymi ¢isly a kladnymi zlomky v zdkladnim
tvaru.

Této vlastnosti se 1ika, ze racionalni ¢isla jsou hustd podmnoZina redlnych
¢isel. Podobné i iracionalni ¢isla jsou hustd podmnozina redlnych ¢isel.

Véta 1.5 (Nespocetnost realnych ¢isel). MnoZina redlngch cisel nent spocetnd.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje posloupnost realnych ¢isel (aq, as, . . .

takova, 7ze zobrazeni f(n) = a, je bijekce z N do R. Pro m,n € N si jako
a,(m) ozna¢ime m-tou cifru za desetinnou ¢arkou v dekadickém rozvoji ¢isla
an; ma-li rozvoj jen konec¢né mnoho cifer za desetinnou ¢arkou, doplnime je
nekoneén& mnoho nulami, a v piipadé dvojznacného dekadického rozvoje (na-
priklad 134, 300684999999 . .. a 134, 300685000000 ... je totéz realné ¢islo) vo-
lime rozvoj s kone¢né mnoha devitkami. Cislo o pak definujeme dekadickym
rozvojem

Oéio,blbzbg...,

kde n-ta cifra b, je dana vztahem

b an(n)+1 pro0<a,(n) <8a
" | an(n) —1 pro a,(n) =8 nebo 9.

V tomto rozvoji se za desetinnou c¢arkou nevyskytuje ani jedna devitka a je
tedy jednozna¢ny. Déle b, # a,(n) pro kazdé n € N. Tudiz o # a,, pro kazdé
n € N. Zobrazeni f tedy neni na (surjektivni), coz je spor s predpokladem, 7e
je to bijekce. O]

Dale jesté mame obor komplexnich ¢isel C = {a + bi | a,b € R}, zabyvat
se jimi budeme pouze okrajové. Mnoziny Q,R a C jsou (algebraicka) télesa.

Relace > definuje uspordddni na realnych (a tedy i racionélnich) ¢islech,
které se navic ,hezky chova“ vuci aritmetickym operacim; pokud a < b, a +



¢ < b+ c pro libovolné ¢ a ac < bc pokud ¢ > 0. Rikame proto, ze R a Q
jsou uspoiddand télesa. Naopak C usporadané neni - prvky C sice lze néjak
usporadat, ale neexistuje uspofadani, které by mélo vySe popsané vlastnosti
viéi aritmetickym operacim.

Definice 1.6. Necht M je mnozina s usporadanim > a A C M.

e Mnozina A je shora omezend pokud existuje m € M takové, ze m > a
pro kazdy prvek a € A. Takovému m fikdme horni zdvora mnoziny A.

e Prvek m € M je supremum mnozZiny A, pokud m je nejmensi horni
zavora A. Zapisujeme m = sup A.

e Prvek m € A je maximum mnoZiny A, pokud pro kazdé a € A plati, ze
m > a. Zapisujeme m = max A.

e Mnozina A je zdola omezend pokud existuje m € M takové, ze a = m
pro kazdy prvek a € A. Takovému m fikdme dolni zavora mnoZiny A.

e Prvek m € M je infimum mnoZiny A, pokud m je nejvétsi dolni zavora
A. Zapisujeme m = inf A.

e Prvek m € A je minimum mnoZiny A, pokud pro kazdé a € A plati, ze
a > m. Zapisujeme m = min A.

e Mnozina A je omezend pokud je shora a zdola omezené.

Pokud mnoZina neni shora omezené, nemé podle vySe uvedené definice
supremum ani maximum, mnoZzina, kterd neni zdola omezena naopak nemé
minimum ani infimum. Pro mnoziny ¢&isel se obvykle dodefinuje, Ze supremem
shora neomezené mnoziny je +o0o a infimem zdola neomezené mnoziny je —oo.
V piipadé prazdné mnoziny pak definujeme jeji supremum jako —oo a infimum
jako 4+00. Maximum, respektive minimum ale neexistuje.

Obecné neplati, Ze shora omezend mnozina musi mit maximum a supre-
mum. Pokud maximum existuje, existuje i supremum a jsou si rovny. Totéz
plati pro infimum a minimum.

Priklad 1.7. Necht M = R a A je otevieny interval (0,1). Pak A je shora
omezena mnozina - napiiklad 1 je jeji horni zavora, ale nema maximum.

Priklad 1.8. Necht M = R a A = {+ | n € N} spliiuje sup A = max A =1
a inf A = 0 a nema minimum. Protoze 1 € A a vSechny prvky A jsou zjevné
mensi nebo rovny 1, je 1 maximem a zaroven supremem A. VSechny prvky A
jsou kladné, 0 je tedy dolni zavorou A. Sporem ukéZeme, Ze nemtze existovat
zadna vétsi dolni zévora a 0 je tedy infimem mnoziny A. Piedpoklddejme, Ze
e > 0 je dolni zavorou A. Uvazme piirozené ¢islo n splhujici n > % (takové
¢islo vzdy existuje, napiiklad n = [5 +1). Pak % < € a zaroven % € A, coz je
spor s tim, ze je € dolni zavorou A. Dokazali jsme tedy, ze inf A = 0. Protoze
0 ¢ A, Anema minimum.

Priklad 1.9. Necht M = Q a A je mnozina racionalnich ¢isel ¢ spliujicich
¢* < 2. Tato mnozina je rovnéZ shora omezen4, kazdé racionalni ¢islo vétsi nez
V2 (napiiklad 2) je jeji horni zavora, ale nema dokonce ani supremum v Q -
neexistuje nejmensi horni zavora.



Véta 1.10 (Uplnost realnych ¢isel). Kazdd neprazdnd shora omezend podmno-
Zina R md supremum.

Vétu nebudeme dokazovat. Rozmyslete si, Ze z ni plyne, Ze kazda neprazdné
zdola omezend podmnozina R mé infimum. Této vlastnosti redlnych cisel se
rika dplnost. Je to klicova vlastnost pro mnoho dalSich véci, které povazujeme
za samoziejmé, napiiklad umoznuje smysluplnou definici funkci €* a sinz. 7Z
Prikladu 1.9 naopak plyne, Ze téleso racionalnich ¢isel iplné neni.

Véta 1.11 (Jedine¢nost R). Téleso redlngch cisel je jediné dplné usporadané
téleso.

Definice 1.12. Absolutni hodnota realného ¢isla a € R je definovana

1 a proa>0
a| =
—a pro a < 0.

Absolutni hodnota vyjadiuje vzdalenost daného redlného ¢isla od nuly.
Obecné, pro dvé redlna ¢isla x a y odpovida hodnota |x — y| vzdalenosti mezi
x a y na realné ose. Realné ¢isla s absolutni hodnotou jsou prvnim piikladem
metrického prostoru, ktery potkavame.

Definice 1.13. Metricky prostor je dvojice (M,d), kde M je mnozina a d :
M x M — [0, 00) je funkce splijici nasledujici podmninky. Pro kazdé =,y € M
plati, ze

(i) d(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyz x = v,

(i) d(z,y) = d(y,z) a
(#ii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) pro kazdé z € M.
Funkci d nazyvame metrika na M.

Funkce d(z,y) = |z — y| (pro =,y € R) zfejmé splituje prvni dvé pod-
minky. Posledni podminka se nazyva trojihelnikovd nerovnost. Z nasledujici
véty plyne, ze funkce |z — y| spliiuje i tfeti podminku (dosazenim a =z — z a
b=z—y).

Véta 1.14 (Trojiahelnikova nerovnost). Pro kaZdé a,b € R plati, Ze |a + b| <
|a| + [b].

Diikaz. Cviceni. O

Zobecnénim této metriky je Fukleidovskd metrika ve vicerozmeérném pro-
storu RY. Vzdélenost mezi dvéma body x,y € RY, kde x = (z1,...,24) a
y = (y1,...9aq) je definovana jako

Ix =yl =




2 Posloupnosti a jejich limity
Nejprve jesté doplnime dvé uzite¢né nerovnosti.

Vé&ta 2.1 (Bernoulliova nerovnost). Pro kaZdé redlné éislo x > —1 a celé ¢islo
n > 0 plati, Ze
(14+2)" > 1+ nax.

Diikaz. Pro n = 0,1 zjevné plati. Plati-li pro n, vynasobime obé jeji strany
nezapornym ¢islem 1+ x a dostaneme, ze

(1+2)"™ = (1+2)(1+2)" > (1+2)(14+nz) = 1+ (n+D)z+ns? > 1+ (n+1)z,
coz je Bernoulliova nerovnost pro n + 1. O]

Véta 2.2 (Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.). Pro
vSechna n € N a nezdpornd redlnd c¢isla x4, ..., z, € [0,00) plati nerovnost

LL’1+$2+"‘+JIH
n

> YT 1To - Ty

Definice 2.3. Necht M je mnozina. Posloupnost s hodnotami v M je zobrazeni
7z Ndo M.

Kazdé prirozené cislo n je tedy zobrazeno na néjaky prvek a, mnoziny
M. Tomuto prvku fikdme n-ty prvek posloupnosti. Posloupnost (ay, as,as,...)
obvykle zna¢ime (a,)2,, nebo jen (a,). Zapis (a,) C M znamend, ze jde o
posloupnost s hodnotami v M.

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme se zabyvat posloupnostmi realnych

Cisel. Nekteré poznatky také zobecnime pro posloupnosti s hodnotami v R?.

Definice 2.4. Posloupnost realnych ¢isel (a,) je
e shora omezend pokud existuje K € R takové, ze a,, < K pro kazdén € N,
zdola omezend pokud existuje K € R takové, ze a,, > K pro kazdén € N,
omezend pokud je shora i zdola omezena,
rostouct pokud a, < a,, pro kazdé n < m,
neklesajici pokud a, < a,, pro kazdé n < m,
klesajici pokud a, > a,, pro kazdé n < m,
nerostouci pokud a,, > a,, pro kazdé n < m,
monotonni pokud je neklesajici nebo nerostouci.

Definice 2.5 (Vlastni limita). Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel. Rek-
neme, 7e A € R je (vlastni) limita posloupnost (a,), pokud pro kazdé realné
¢islo € > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n > ng je
la, — A|] < e. Pokud posloupnost mé vlastni limitu, fikime, Ze konverguje,
pripadné, 7ze je konvergenini a piSeme

lim a, = A.
n—o0



Definice 2.6 (Nevlastni limita). Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel.
Rekneme, (an) ma (nevlastni) limitu oo, pisSeme lim,,_,, a, = 0o, pokud pro
kazdé realné ¢islo K existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > nyg
je a, > K. Rekneme, (an) mé (nevlastni) limitu —oo, piseme lim,, o, a, = —00
pokud pro kazdé realné ¢islo K existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené
¢islo n > ng je a, < K.

Limitu lze definovat i pro posloupnosti s hodnotami v R? a obecné v libo-
volném metrickém prostoru. Pro metricky prostor (M, d) fekneme, ze a € M
je limitou posloupnosti (a,) C M pokud vzdalenost posloupnosti od bodu a
konverguje k nule. Tedy lim,,_,, a,, = a, pokud lim,,_,, d(a,,a) = 0.

Véta 2.7 (Jednoznacnost limity). KaZdd posloupnost redlngch cisel (a,) md
nejugse jednu limitu (vlastni ¢ nevlastni).

Diikaz. Pro spor budeme ptedpokladat, ze (a,) ma dvé limity K < L. Vez-
meme ¢ > 0 tak malé, ze ¢ < (L — K)/2. Protoze K i L je limita po-
sloupnosti, existuji ¢isla ny,ns € N takova, z2e n > ny = |a, — K| < € a
n > ng = |a, — L| < €. Pak ale pro n vétsi nez max(ni,nq) plati obé nerov-
nosti soucasné: |a, — K| < € & |a, — L| < €. Pomoci trojiuhelnikové nerovnosti
odtud ziskame spor:

L-K=|L-K|<|L—ay|+|a,—K|<2<L-K.
0

Véta 2.8 (O limité monoténni posloupnosti). Je-li posloupnost redlnijch cisel
(an) neklesajici a shora omezend, pak konverguje.

Diikaz. Supremum
a =sup({a,az,...})
je dobie definované diky omezenosti (a,) shora. Podle definice suprema pro
dané € > 0 existuje ng, ze
a—e<ap <a,

(jinak by a — € bylo horni zavorou mensi ne7 supremum, coZ nelze). Diky
monotonii (a,) a vlastnosti suprema tyto nerovnosti plati i pro kazdé a, s
n > ng. Ukazali jsme tedy, ze lima, = a. ]

Totéz plati, je-li (a,) nerostouci a zdola omezena. Snadno se podobné do-
kaze, ze je-li a, neklesajici a shora neomezené, je lim,_,, a, = +oo. Je-li a,
nerostouci a zdola neomezen4, je lim,,_,, a,, = —oo. Monotonii (a,) sta¢i vzidy
predpokladat jen pro kazdé n > ny.

Definice 2.9 (Podposloupnost). Posloupnost (b,,) je podposloupnosti posloup-
nosti (a,), kdyz existuje takové rostouci zobrazeni f : N — N, ze b, = ay(,).
Jinymi slovy, existuje rostouci posloupnost piirozenych ¢isel k1 < ky < ..., Ze

bn:akn, n:1,2,... .

7



Je jasné, 7e pak k, > n pro kazdé n. Relace ,byt podposloupnosti“ je
tranzitivni a reflexivni, ale ne antisymetricka.

Véta 2.10 (O limité podposloupnosti). Je-li (b,) podposloupnost (a,) alim, . a, =
a € RU{+o0, —o0}, pak i lim, o b, = a.

Diikaz. Cviceni. OJ

Nalezneme-li tedy v posloupnosti (a,) dvé podposloupnosti s riznymi li-
mitami, lim,,_., a, neexistuje.

Priklad 2.11. Konstantni posloupnosti (1,1,1,...) a (—1 ...) s limi-
tami 1 a —1 jsou podposloupnostmi v (a,) = ((—1)"), takze hmn_m (=)™
neexistuje.

Pro vypoc¢ty nevlastnich limit zavedeme rozsitenou redlnou osu R* = R U
{—00, +0}, ktera vznikne piidanim obou nekonecen k realnym ¢islam. Porov-
navani a aritmetické operace na R* definujeme nésledovné:

VaeR: —oco<a<+00;

Va € R, a# —oc0: a+ (+00) =

Va e R*, a# +oo: a+ (—

Va € R*,a>0: a(+oo) = (+oo)a = +00 ;

Va € R*,a <0: a(too) = (£oo)a = Foo ;
a

A R: —=0.
a € oo

Zbylé vyrazy

+o0

(00) + (=00), (=00) + (o), 0 (do0), (+00) -0, T, %

pro a € R*

— soucet dvou nekonecen s opaénymi znaménky, soucin nuly a nekonecna,
podil dvou nekonecen a kazdy podil s nulou ve jmenovateli — ponechévame
nedefinované, jsou to tzv. neurcité vijrazy.

Nasledujici vysledek je zakladem pro vypocty konkrétnich limit.

Véta 2.12 (Aritmetika limit). Necht (ay,), (b,) jsou posloupnosti redlngch cisel
s lim, yoo @, = a € R* a lim,,_,oo b, = b € R*. Pak

(i) lim,o0(ay + by) = a + b, je-li vyraz na pravé strané definovdn,
(i) lim,_o0(anby,) = ab, je-li vgraz na pravé strané definovdn,

(iii) pokud b, # 0 pro kazdé n > ng, pak lim,_,(a,/b,) = a/b, je-li vijraz na
pravé strané definovadn.



Dilezité je, ze aritmetika limit funguje jen jednosmérné. Neni obecné pravda,
ze kdyz (a, + by,) konverguje k a, pak konverguji i (a,) a (b,) a lim, . (a, +

b,) = lim, o a, + lim, ,, b, = a (napiiklad posloupnosti a, = (—1)" a
b, = —(—1)" nekonverguji, ale jejich soucet ano). Totéz plati pro soucin a
podil.

V jednom piipadé limity soucinu postacuji slabsi predpoklady — limita
jedné z posloupnosti nemusi existovat:

Véta 2.13 (Nasobeni limitni nulou). Necht (a,,) je omezend a (b,) konverguje
k0. Pak lim,,_,(a,b,) = 0.

Diikaz. Cviceni. OJ

Véta 2.14 (O limité a uspotadani). Necht posloupnosti (a,), (b,) C R maji
vlastni limity lim,, o a, =a € R a lim,, .., b, =b € R.

(i) Kdyz a <b, tak existuje ng, Ze n > ng = a, < by,.
(i) Kdyz an, < b, pro kazdé n > ng, pak a <b.

Toto tvrzeni plati beze zmény i pro nevlastni limity (kde bereme —oo <
a < +oo pro kazdé a € R). Je tfeba nezapominat, 7e ostra nerovnost muize v
limité piejit v rovnost: a, =1 —1/n < b, = 1 pro kazdé n, ale lim,,_,» a, =
lim,,_, o b, = 1.



3 Posloupnosti - pokracovani

Minule jsme skonéili formulaci nasledujici véty:

Véta (O limité a uspofadani). Necht posloupnosti (a,), (b,) C R maji vlastni
limity lim,, oo a, = a € R a lim,, .o b, =b € R.

(i) Kdyz a <b, tak existuje ng, Ze n > ng = a, < by,.
(i) Kdyz a, < b, pro kaZdé n > ng, pak a <b.

Diikaz. (Ponechan jako samostatné cviceni.)

(i) Proe, 0 < € < (b— a)/2, existuje ng, ze pro n > ng je a, < a+¢& <
(a+0)/2 <b—e < by, takie a, < b,.

(7)) Kdyby bylo a > b, pro velké n by podle (i) platilo a,, > b,, coZ je ve
sporu s predpokladem.

O

Toto tvrzeni plati beze zmény i pro nevlastni limity (kde bereme —oo <
a < +oo pro kazdé a € R). Je tieba nezapominat, Ze ostra nerovnost mize v
limité piejit v rovnost: a, =1 —1/n < b, = 1 pro kazdé n, ale lim,, .., a, =
lim,,_,oo b, = 1.

Véta 3.1 (O dvou policajtech). Necht posloupnosti (ay,), (b,), (¢,) C R spliiugi,
Ze lim, o0 @y, = lim,, soo b, = a € R a pro kazZdé n > ng je a, < ¢, < b,. Pak
(cn) konverguje a lim, . ¢, = a.

Z (ii) predchozi véty plyne, Ze pokud (c,) ma limitu, pak je rovna a. Po-
tfebujeme ale dokazat, ze limita (c,) existuje.

Diikaz. 7. definice limity pro libovolné € > 0 existuje n, takové, ze a, € (a —
e,a+¢) pro kazdé n > n,. Podobné existuje n, takové, ze b, € (a—e,a+¢) pro
kazdé n > ny. Vezmeme-li tedy ny = max(n,, ny), v kombinaci s predpokladem
véty mame, ze pro kazdé n > ng plati a — ¢ < a, < ¢, < b, < a + ¢, tedy
¢ € (a—e,a+¢).

]

I toto tvrzeni se snadno rozsifi na nevlastni limity: pro a = +oo stac¢i pouze
jeden policajt a, a pro a = —oo stacéi pouze policajt b,,.

Definice 3.2 (Hromadny bod). Necht (a,) je posloupnost reilnych ¢isel. Roz-
Sitené redlné c¢islo a € R* je jejim hromadnygm bodem, pokud je limitou né€jaké
podposloupnosti (ay,).

10



Z Véty 2.10 plyne, Ze pokud ma posloupnost (a,) limitu a, a je jedinym
hromadnym bodem (a,). Nyni dokdzeme, ze kazdé& posloupnost ma jeden nebo
vice hromadnych bod.

Véta 3.3 (O monotonni podposloupnosti). KaZdd posloupnost (a,) C R md
monotonni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) C R je libovolna posloupnost. Rekneme, %e v indexu k € N
zacind dobrd posloupnost, existuji-li takové indexy k = ki < ky < ..., Ze
ag, < ag, < ..., aze v k za¢ind Spatnd posloupnost, existuji-li takové indexy
b=k <ky<...<kjzeapn <ap <...<ay > a, pro kazdé n > k;. V
prvnim piipadé tedy ¢lenem aj zacind nekonec¢na neklesajici podposloupnost,
a ve druhém takova kone¢né neklesajici podposloupnost, ze uz ji nelze pro-
dlouzit. Zfejmé v kazdém indexu k € N zac¢ina dobré posloupnost nebo v ném
zafina Spatnéa posloupnost. (Vystartujeme z k a libovolné budujeme neklesa-
jici podposloupnost. Kdyz se nikdy nezastavime, mame dobrou posloupnost,
a kdyZz nastane krok, kdy uz nemizeme nijak pokracovat, mame Spatnou po-
sloupnost.)

Pokud v indexu 1 zacina dobra posloupnost, jsme hotovi. Kdyz ne, za¢ina
v 1 Spatna posloupnost a jako k1 > 0 definujeme jeji posledni index. Pokud
v indexu k; + 1 zac¢ind dobrd posloupnost, jsme hotovi. Kdyz ne, za¢ind v
k1 4+ 1 Spatna posloupnost a jako ky > ki definujeme jeji posledni index. Takto
pokracujeme déale. Pokud nékdy dostaneme dobrou posloupnost, jsme hotovi,
protoze (a,) méa neklesajici podposloupnost. Pokud ji nikdy nedostaneme a
mame stale Spatné posloupnosti, vezmeme jejich posledni indexy 1 < k& <
ko < .... Podle definice $patné posloupnosti tvoii klesajici podposloupnost
ag, > ag, > ... a jsme zase hotovi. 0

Véta 3.4 (Bolzanova—Weierstrassova). KaZdd omezend posloupnost (a,) C R
md konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) C R je omezena. Podle pfedchozi véty ma (a,) monoténni
podposloupnost (b,,), jez je zjevné omezena. Podle Véty 2.8 je (b,) konver-
gentni. [

Podle Véty 3.4 ma kazd4 omezena posloupnost hromadny bod. Pro neo-
mezenou posloupnost je hromadnym bodem oo nebo —oo.
Oznacime

R* D H = {hromadné body posloupnosti (a,)} .

Nahlédneme, Ze H méa nejvétsi i nejmensi prvek. Kdyz (a,,) neni shora ome-
zend, pak je +00 € H nejvétsim prvkem. Je-li (a,) shora omezena ¢islem ¢ € R,
je ¢ ziejmé i horni zavorou pro H. Necht o = sup(H) € R. Podle vlastnosti
suprema a definice mnoziny H pro kazdé k € N ma (a,) podposloupnost s limi-
tou v intervalu [a—1/k, a]. Z téchto podposloupnosti pro k = 1,2, ... vybereme
vhodné ¢leny ay,,, ap,, ..., ze ny < ng < ... a pro kazdé k je a,, € [a—2/k,a].
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Tim jsme vyrobili podposloupnost, jejiz limita je a. Tedy a = sup(H) € H a
H ma nejvétsi prvek. Podobné se ukize, ze H ma nejmensi prvek.

Definice 3.5 (Limes superior a limes inferior.). Definujeme

liminf a, := min(H) a limsupa, = max(H) .

n—oo n—00
Tyto zkratky znamenaji limes inferior, nejmensi limita (podposloupnosti), a
limes superior, nejvétsi limita (podposloupnosti). Na rozdil od limity liminf a
lim sup vzdy existuji.

Rady realnych ¢isel

Definice 3.6 (Rada a jeji soucet). Nekonecnd iada (redlngjch ¢isel) je viraz

(e.)
Zan:a1+a2+a3+--- ,
n=1
kde (ay)n>1 je posloupnost realnych ¢isel. Budeme se snazit pridrzovat to-
hoto znaceni, ale pochopitelné se pouziva mnoho variant zapisi nekonec¢nych
fad, pro scitaci index se napriklad muze pouzit jiné pismeno, sc¢itd se od jiné
hodnoty nez od 1, apod.; zapisy pro nekonec¢né fady jsou tedy tieba také

an:b0+bl+---, Zai:am+am+1+---,ch208+09+---.
n=0 i=m k>8

C’dsteény’ soucet Tady, presnéji jeji n-ty castecny soucet s,, je soucet jejich
prvnich n ¢lend. Pro fadu )7 | a, je tedy s, = a1 +as + - - + a,, a pro fadu
Zkzsck je Sp =cg+cog+ -+ it

Pokud existuje vlastni limita posloupnosti (s,) ¢aste¢nych soucti dané
fady, mluvime o konvergentni fade a limita lim,,_, . s,, je jejim souctem. Pokud
lim s,, neexistuje nebo je nevlastni, je dana fada divergentni.

Priklad 3.7. Rada Yomso(=1)"=1-1+1-1+--- je divergentni, protoze
(sn) =(1,0,1,0,1,...).

Priklad 3.8. Dulezitym ptikladem tady je geometrickd fada

YD =1+q+d++-,

n=0

kde ¢ € R je parametr zvany kvocient. Pro soucet geometrické rady
plati, ze
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1
Zq” = 400 .ooq>1
n=0 neexistuje ... ¢ < —1.

To vyplyva to ze vzorce pro ¢astecny soucet (¢ # 1):
q"—1
g—1

n—1 __

Sn:1+q+q2+...+q =

Pro |g| < 1 je lim, .o ¢" = 0 a podle aritmetiky limit lim,, ,,, s, = (0 —
1)/(g—1)=1/(1 —q). Pro ¢ > 1 jako limita vyjde (+o0 —1)/(¢ — 1) = +o0
a pro ¢ = 1 také (tehdy s, = n). Pro ¢ < —1 limita lim,_,., ¢" neexistuje a
neexistuje tedy ani limita lim,, o s, = lim, ,(¢" — 1)/(¢ — 1).

Priklad 3.9. Dalsim c¢astym pfikladem jsou fady typu

S I R SRS S
ns_ s 3s 45 ’

n=1

kde s € R. Pro jejich konvergenci plati, ze

ns | diverguje pro s < 1.

i 1 { konverguje pro s > 1
n=1
Pro s = 1 se tato tfada nazyva harmonickd 7ada. Je to dulezity priklad

fady, ktera diverguje, ackoli jeji prvky konverguji k nule.
Pro nékteré hodnoty s jsou pro soucty této fady znamy explicitni vzorce,

napiiklad
=1 2 =1 t
—=—a — = —
— n2 6 ; n* 90
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4 Funkce

Definice 4.1. Rekneme, ze funce f: M — R, M C R je

e shora omezend pokud existuje K € R takové, ze f(x) < K pro kazdé

re M,

e zdola omezend pokud existuje K € R takové, ze f(r) > K pro kazdé
xr e M,
omezend pokud je shora i zdola omezena,
rostouct pokud f(x) < f(y) pro kazdé x,y € M spliujici x < y,
neklesajici pokud f(z) < f(y) pro kazdé x,y € M spliujici z < y,
klesajici pokud f(x) > f(y) pro kazdé xz,y € M spliwjici x < y,
nerostouct pokud f(z) > f(y) pro kazdé x,y € M spliujici z < y,
monotonni pokud je neklesajici nebo nerostouci
periodickd funkce s periodou p € R, p > 0, kdyZz pro kazdé x € M je i
rEpeMa f(z) = fz+p),
e prostd pokud x # y implikuje f(z) # f(y),

Narozdil od posloupnosti mohou byt monoténni funkce neomezené shora i
zdola, prikladem je naptiklad f(x) = =.

Doporucuji prohlédnout si grafy vSech funkci zminénych tomto textu v
néjaké aplikaci na kresleni grafii, napt. na zde.

Definice 4.2. Necht f : M — R, M C R je prosta funkce. Funkce f<=> je
inverzni funkce k funkci f, pokud f<7'>(y) = x pravé tehdy, kdyz f(z) = y.

Priklad 4.3. Funkee f(z) = z? je prosta na intervalu [0, 00). Funkce inverzni
k f na tomto intervalu je y/x. Na intervalu (—oo, 0] je funkce f(z) = z? také
prosté, jeji inverzni funkei je ale —y/x.

Elementarni funkce

Definice 4.4 (Eulerovo ¢islo, exponencialni funkce). Pro libovolné x € R
definujeme ezxponencidlni funkci jako soucet fady
2 3

= 2" T
n=0

Eulerovo ¢islo e definujeme jako exp(1), je tedy rovno Y ° % Je to iraci-
onalni ¢islo, jeho ¢iselnd hodnota je asi 2,7.

Rada konverguje pro kazdé x € R, takze exponencialni funkce je vSude
definovana. Ziejmé ¢ = 1 a e > 1 pro z > 0 a €® je pro x > 0 rostouci
funkce.
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Pozndmka. Alternativné lze exp(x) definovat jako limitu lim, . (1 + %)n

7 c¢asovych diuvodu nebudeme dokazovat ekvivalenci téchto definic.

Véta 4.5 (Funkce exp prevadi soucet na soudin). Pro kaZdé x,y € R je

exp(r +y) = exp(z) exp(y) .

Tuto vétu nebudeme dokazovat. Odvodime z ni ale nékolik dulezitych vlast-
nosti exponencialni funkce.

e exp(—x) = 1/exp(z) (protoze exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1),

e exp(x) > 0 pro kazdé = € R,

e exp(x) < 1 pro z <0,

e exp(z) je rostouci funkce na R, protoze pokud = < y, exp(y) = exp(z) exp(y—
z)aexp(y —z) > 1,
lim,, o exp(n) = +o0, a
e lim, . exp(—n) = 0.

Véta 4.6 (Logaritmus). Pro kaZdé kladné y € R md rovnice

e =Yy

prave jedno reSeni x € R, které oznacime jako lny := x (prirozeny logaritmus
cisla y).

Ptirozeny logaritmus je tedy inverzni funkci k exp(x). Nyni mazeme defi-
novat exponencidlni funkci a logaritmus s obecnym zakladem.

Definice 4.7. Pro kladné redlné cislo b a realné cislo z definujeme 0 =
exp(x Inb). Pro kladné reilné ¢islo b # 1, definujeme logaritmus o zdkladu b,
piseme log, x, jako inverzni funkci k 0”.

Logaritmus o dané bazi lze z piirozeného logaritmu spocist jako log, r =
Inz
Ina”

Definice 4.8 (Goniometrické funkce). Funkce sinus a cosinus definujeme jako
soucet nasledujicich rad

' B o (_1)nx2n+1_ 133 IS
Slnaf—zom—flf—?—i—g—
a
B & (_1)711.271_ x2 $4

sinz

Funkce tangens a cotangens jsou definoviny jako tanz (nebo tgz) = 22

pro x € R\ {n/2 4 kn|k € Z} a cotgax = <=2 pro x € R\ {k7|k € Z}.
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Definice 4.9 (Cyklometrické funkce). Funkce arkus sinus arcsin : [—1,1] —

[—7, 5] je definovana jako inverzni funkce k funkci sinus na intervalu [—7, 7].
Funkce arkus cosinus arccos : [—1,1] — [0, 7] je definovana jako inverzni

funkce k funkei sinus na intervalu [0, 7).
Funkce arkus tangens arctan : (—oo, 00) — (—m/2,7/2) je definovana jako
inverzni funkce k funkei tangens na intervalu (—m/2,7/2).

Limity funkci

Definice 4.10 (Okoli bodu). Okoli bodu a € R, piesnéji d-okoli bodu a, kde
deRad>0,jeinterval U(a,d) = (a — §,a + §). Jinak zapsano,

U(a,0) ={z €R: |z —a| <d}.

Okoli nekonecen definujeme jako U(+400,9) = (1/9,+00) a U(—00,6) =
(—o00, —1/0). Pravé okoli, resp. levé okoli, bodu a € R je interval UT(a,d) =
[a,a 4+ 6), resp. U (a,0) = (a — 6, al.

Prstencovd okoli bodu a € R jsou obyc¢ejna okoli s vyjmutym bodem a:
P(a,0) = U(a,0)\{a}, P*(a,0) = Ut (a,d)\{a} a P (a,0) = U (a,0)\{a}.

Prstencova okoli nekonecen jsou stejné jako jejich obycejna okoli.

Definice 4.11 (Limita funkce). Rekneme, Ze funkce f md v bodé a € R* limitu

A € R*, kdyz
Ve>030>0: x € P(a,0) = f(x) e U(A,e).
Zapisujeme
lim f(z) = A.

Pozndmka. Limita funkce f v bodé a nezavisi na jeji hodnoté v a, f ani nemusi
byt v a definovana.

Priklad 4.12. Pokud f(x) =z a a € R, pak lim,_,, f(z) = a. Pokud zménime
hodnotu funkce v nule a definujeme f jako

_Jx prox#0
f(x)_{l pro z =0,

pak stale lim,_,, f(z) = a pro kazdé a € R, i pro a = 0.
Priklad 4.13. Funkce signum (znaménko), ktera je definovana predpisem
1 pro xz > 0,
sgn(z) =< 0 pro x = 0,
—1 proz <0

mé limitu lim,_,, sgn(z) = sgn(a) pro a € R\{0}, a lim,_,¢ sgn(z) neexistuje.
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Ptedchozi ptiklad ukazuje, ze nékdy je vhodné uvazovat levé a pravé prs-
tencové okoli bodu zvl4st.

Definice 4.14 (Jednostranné limity). Rekneme, 7e funkce f(z) ma v bodé
a € R limitu zprava rovnou A € R*, zapisujeme

lim f(z)= A,
r—a™t

pokud
Ve>030>0: z€ P (a,0) = f(x) e U(A,e).

Analogicky se definujeme limitu zleva, P*(a,d) se nahradi levym prstencovym
okolim P~ (a,d).

Jestlize lim, .+ f(z) = lim, ,,- f(z) = A, pak lim,_,, f(z) = A. Naopak,
pokud jsou limity zprava a zleva rizné, limita neexistuje.

Podobné jako u posloupnosti, limita funkce, pokud existuje, je jednoznacné
urcena.

Véta 4.15 (Jednoznacnost limity funkce). Funkce md v daném bodé nejuyse
jednu limatu.

Diikaz. A, B € R* bud'te dvé rizné limity funkce f(z) v bodé a € R*. Protoze
A # B, lze zvolit tak malé € > 0, ze U(A,e) N U(B,e) = (). Maji existovat
01,09 > 0 takova, ze © € P(a,d,) = f(x) € U(A,e) ax € P(a,d2) = f(x) €
U(B,¢e). Pro 0 < § < min(dy,09) mame, ze © € P(a,d) = f(x) € U(A,e) N
U(B,¢). To je ale spor, tato dvé okoli jsou disjunktni a soucasné v jejich
priuniku ma lezet né&jaké f(z) (které existuje, nebot predpokladame, ze funkce
je definovana na prstencovém okoli bodu a). O

Limitu funkce je mozno definovat ekvivalentnim zptisobem pomoci limity
posloupnosti.

Véta 4.16 (Heineho definice limity funkce). Necht f je definovand na prs-
tencovém okoli P(a,d) bodu a pro néjaké 6 > 0. Ndsledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

1. lim, . f(x) = A;

2. pro kazdou posloupnost (r,) C P(a,d) takovou, Ze x, # a pro kazdé
n €N alim, o z, = a, plati, Ze lim,_,, f(z,) = A.

Diikaz. Necht plati bod 1 a posloupnost (x,) C P(a,d) spliuje, ze z, # a
pro Vn € N a x, — a pro n — oo. Pro dané ¢ > 0 existuje 6 > 0, ze
f(P(a,d) C U(A,¢). Existuje téz ng € N, ze n > ng = x, € U(a,d). Pro
n > ng tak mame, ze f(z,) € U(A,¢). Proto f(z,) = A pro n — occ.

Necht bod 1 neplati, lim, ., f(x) neexistuje nebo se nerovna A. To jest
existuje takové ¢ > 0, ze pro kazdé § > 0 existuje x € P(a,0) s vlastnosti
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flz) & U(A,e). Pro kazdé 6 = 1/n, kde n = 1,2,3,..., vezmeme takové x
a ozna¢ime ho x,. Patrné x,, — a pro n — oo, vzdy =, # a, ale f(z,) &
U(A,¢), takze lim,,_,o, f(x,) neni A. Bod 2 tedy také neplati; neni splnén pro
posloupnost (z,,). O

Priklad 4.17. Pomoci piedchozi véty ukdzeme, ze funkce f(x) = sin(1/x),
ktera je definovana na mnoziné M = R\{0}, nema limitu v nule. Uvazme dvé
posloupnosti (z,,) a (y,), kde

1 1

Ty = —

n = —————,n € N.
m &Y (2n+1/2)7 "

Ziejmé lim z,, = limy,, = 0, ale f(z,) =sin(1/x,) =0a f(y,) = sin(1l/y,) =1
pro kazdé n € N. Proto lim,_,¢sin(1/z) neexistuje.
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5 Limity funkci a spojitost

Zaved'me si nasledujici znaceni: pro funkei f: R — R a mnozinu M C R necht
f(M) ozna¢uje mnozinu {f(x); x € M}. S timto znacenim mizeme napiiklad
vyrok Vo € P(b,6): f(z) € U(L,¢), vyskytujici se v definici limity funkce,
zapsat uspornéji jako f(P(b,0)) C U(L,e).

Pro ty, kdo na ¢tvrté prednésce nestihli probrat diukaz véty o Heineho
definici limity, si tuto vétu zopakujme a dokazme.

Véta 5.1 (Heineho definice limity funkce). Nech? f je funkce definovand na
prstencovém okoli P(b,A) bodu b € R* pro néjaké A > 0. Nasledujici dvé
turzent jsou ekvivalentni:

1. lim,_y, f(x) = L;

2. pro kaZdou posloupnost (x,) C P(b,A), pro niZ plati lim, . x, = b,
plati také lim,, o f(x,) = L.

Opét zduraznéme, ze v bodu 2 piedchozi véty se uvazuji pouze ty posloup-
nosti (z,), jejichz prvky jsou obsazené v prstencovém okoli P(b,A), a tedy
specialné samotné ¢islo b se v téchto posloupnostech nemiize vyskytnout.

Diikaz Veéty 5.1. Necht plati bod 1. Mé&me posloupnost (z,,) C P(a,A) s li-
mitou b a dokazme, Ze posloupnost (f(z,)) ma limitu L. Necht je tedy dano
e > 0. Diky bodu 1 vime, ze existuje § > 0 spliujici f(P(b,6)) C U(L,¢).
Protoze (z,,) méa limitu b a zaroven x,, # b pro kazdé n, tak existuje ng € N, ze
pro kazdé n > ng plati z,, € P(b,d). Pro n > ng tudiz plati f(z,) € U(L,¢).
Proto f(z,) — L pro n — oo, a tedy plati bod 2.

Nyni pfedpokladejme, ze bod 1 neplati, tj. lim,_,;, f(x) neexistuje nebo se
nerovna L. To znamena, ze existuje takové ¢ > 0, Ze pro kazdé o > 0 existuje
x € P(b,0) s vlastnosti f(x) ¢ U(L,e). Pro kazdé § = min{l/n,A}, kde
n = 1,2,3,..., vezmeme takové = a ozna¢ime ho x,. Zjevné (z,,) — b pro
n — oo a (x,) € P(b,A), ale f(z,) € U(L,¢), takze lim, o f(x,) neni L.
Bod 2 tedy také neplati; neni splnén pro posloupnost (x,). O

Diky Heineho definici limity mtzeme snadno ukézat, Ze pro limity funkci
plati analogie mnoha vét pro limity posloupnosti. Konkrétné uvedeme vétu, ze
monotonni funkce ma limitu, vétu o aritmetice limit funkci, a analogii véty o
dvou policajtech.

Véta 5.2 (Aritmetika limit funkci). Nech? a, A, B € R*, necht f a g jsou
funkce definované na néjakém prstencovém okoli P(a,A) bodu a, a necht plati
lim,_,, f(z) = A alim,_,, g(x) = B. Potom

(a) lim,_,, f(z) + g(x) = A+ B, je-li tento soucet definovdn.
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(b) lim, ., f(x)g(x) = AB, je-li tento soucin definovdn.

(¢) Necht je navic g(x) nenulovd na néjakém prstencovém okoli bodu a. Pak
lim, ,, f(x)/g(x) = A/B, je-li tento podil definovdn.

Diikaz. Pomoci Heineho definice limity (Véta 5.1) tyto vysledky snadno preve-
deme na vysledky o aritmetice limit posloupnosti, které zname z druhé pred-
nasky.

Dokazme tieba bod (a). Ovéime, Ze funkce f + g spliiuje bod 2 Véty 5.1.
Necht (x,) € P(a,A) je posloupnost s limitou a. Protoze lim, ,, f(z) = A a
lim,_,, g(z) = B, podle Véty 5.1 (implikace 1 = 2) méame, Ze lim,, ., f(z,) =
A a lim, . g(x,) = B. Podle véty o aritmetice limit posloupnosti pak i
lim, o0 f(x,) + g(x,) = A+ B. Tedy f + g splhuje bod 2 Véty 5.1 a to
podle Véty 5.1 (implikace 2 = 1) znamena, ze lim,,, f(z) + g(z) = A+ B.

Body (b) a (¢) se dokazuji analogicky. O

Véta 5.3 (Limity funkei a uspofadani). Necht ¢ € R* a funkce f, g a h jsou
definované na néjakém prstencovém okoli bodu c.

1. Magi-li funkce f a g v bodé ¢ limitu a lim,,. f(x) > lim,_,.g(z), pak
existuje 0 > 0 takové, Ze f(x) > g(x) pro kaZdé x € P(c,9).

2. Egistuje-li § > 0 takové, Ze f(x) > g(x) pro kazdé x € P(c,9), a maji-li
funkce f a g limitu v bodé ¢, potom lim,_,. f(x) > lim, . g(z).

3. Existuje-li § > 0 takové, Ze f(x) < h(z) < g(x) pro kazdé x € P(c,0) a
lim, . f(z) = lim, . g(z) = A € R*, potom i lim,_,. h(z) = A.

Diikaz. 1. Necht lim,_,. f(x) = A > lim,_,. g(x) = B. Protoze A > B, existuje
takové € > 0, 7e U(A,e) NU(B, ) = 0. Dokonce plati, ze a > b pro kazdé a €
U(A,e) abe U(B,e). Pro toto ¢ existuje 6 > 0 spliwjici f(P(c,d)) CU(A,¢)
a g(P(c,0)) CU(B,¢). Tedy f(x) > g(z) pro kazdé x € P(c,0).

2. Kdyby platila opa¢na nerovnost, tj. lim, . f(x) < lim,_.g(x), tak na
néjakém P(c,dp) by podle bodu 1 platila nerovnost f(x) < g(x), coz je ve
sporu s predpokladem.

3. Toto tvrzeni lze pomoci Heineho definice limity odvodit z véty o dvou
policajtech pro posloupnosti, analogickou avahou jako v dikazu Véty 5.2. [

Véta 5.4 (Limita monotonni funkce). Necht a < b jsou redlnd éisla a funkce
f: (a,b) = R je na intervalu (a,b) monoténni. Potom existuji (piipadné ne-
vlastni) jednostranné limity

lim f(z) a lim f(x).

z—a™t T—b—

Diikaz. Budeme piedpokladat, ze f je neklesajici a dokazeme existenci limity
f v bodé a zprava, ostatni piipady jsou analogické. Polozme

a=inf{f(z); z € (a,b)} € RU{—o0}
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a dokazme, ze lim, ,,. f(x) = a. Volme ¢ > 0. Z definice infima plyne, ze
pro kazdé x € (a,b) plati f(x) > a a také 7e existuje xy € (a,b) takové, ze
f(zo) € U(a,e). Diky monotonii pak vime, ze pro kazdé = € (a,xy) mame
f(z) € U(a, e). Zvolme 6 > 0 dost malé na to, aby platilo P*(a,d) C (a, zo).
Potom plati f(P*(a,d)) C U(a,e), tudiz lim, ., f(z) = a. O

Poznamenejme, ze pfedchozi vétu lze rozsitit i na pripad, kdy b = +o00 nebo
a = —oo. Jedind zména ve znéni véty pak bude ta, Ze limity v nekonec¢nech
nebudeme oznacovat jako jednostranné limity, a podobné v diikazu nebudeme
okoli nekonecen oznacovat jako jednostranna.

Nyni zformulujme definici jednoho z kli¢ovych pojmi matematické analyzy.

Definice 5.5 (Spojitost funkce). Rekneme, e funkce f je v bodé a € R spojitd,
pokud

lim f(x) = f(a).

Funkce f(x) je v bodé a spojitd zprava, pokud lim,_ . f(x) = f(a). Podobné
se definuje spojitost zleva.

Zjevné plati, ze funkce je v daném bodé a € R spojita pravé tehdy, kdyz je
v tomto bodé spojita zleva i zprava.

Napiiklad pro funkci sgn(x) se snadno presvédéime, zZe je spojitd v libo-
volném bodé a € R \ {0}, nebot je na dostate¢né malém okoli takového bodu
konstantni. Naopak v bodé a = 0 neni spojita, protoze v tomto bodé nemé
limitu. Navic v bodé a = 0 neni ani jednostranné spojita, protoze sgn(0) = 0,
zatimco obé jednostranné limity jsou nenulové.

Pro funkci f definované jednoduchym vzoreckem lze obvykle spojitost v
bodé a € R ‘vykoukat’ z grafu f: pokud graf v okoli a vypadéa jako nepferusena

vvvvvv

se na takovouto neformalni intuici nelze spoléhat. Podivejme se na jeden takovy
priklad.

Priklad 5.6 (Riemannova funkce). Definujme funkci f: (0,1) — R nasledovné:

(@) 0 pro x iracionalni
xTr) =
é pro x = § raciondlni a p,q € N nesoudélna

Vysetieme, kde je tato funkce spojita. Dokazme nejprve, ze pro kazdé b € (0,1)
plati lim, ., f(z) = 0. Zvolme tedy ¢ > 0. Vsimnéme si, Ze je jen kone¢né
mnoho boda z € (0, 1), pro néz plati f(xz) > e, konkrétné jsou to racionalni
body tvaru x = § pro 0 < p < q < 1/e, kde p,q € N. Zvolme tedy § €
(0,b) dost malé na to, aby zadny z téchto kone¢né mnoha problematickych
bodt nepatfil do P(b,d). Potom plati f(P(b,d)) C U(0,¢), coz dokazuje, ze
lim,_,;, f(x) = 0, jak jsme tvrdili. Z toho pak vyplyva, ze funkce f je spojita v
bodé b € (0,1) pravé tehdy, kdyz b je iracionélni ¢islo.
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Obrazek 5.1: Tlustrace k dikazu véty o limité slozené funkce

Vlastnostem spojitych funkci se budeme podrobnéji vénovat na pristi pred-
nasce. Nyni dokadzeme duleZitou vétu pro vypocet limit funkci, v niz spojitost
figuruje jako jeden z predpokladi.
funkce

Véta 5.7 (Limita slozené funkce). Necht A, B,C € R*, necht g(z) je
= C. Navic

splniugici lim,_, 4 g(x) = B a f(x) je funkce spliiujici lim,_,p f(x)
necht je splnena aspon jedna z podminek P1 a P2:

P1. Funkce f(z) je spojitd v B (jingmi slovy, f(B) = lim,_p f(z) = C).
P2. Na néjakém prstencovém okoli P(A,n) funkce g(x) nenabyvd hodnotu B,
Potom

lim f(g(x)) = C.

rz—A

Diikaz. (Viz Obréazek 5.1.) Bud dano € > 0. Protoze lim,_, 5 f(z) = C, existuje
0 > 0 takové, ze
f(P(B,d)) CU(C,¢). (5.1)

Protoze lim,_, 4 g(x) = B, tak pro toto § existuje v > 0 takové, ze
9(P(A,v)) CU(B,9). (5.2)

Jedina obtiz nyni je ta, ze okoli U(B,d) neni obsazeno v okoli P(B,¢), ma
navic bod B. Nyni musime vyuzit toho, Ze plati jedna z podminek P1 a P2.
Pokud je splnéna podminka P1, tj. pokud plati f(B) = C, tak inkluze (5.1)
se da zesilit na
fU(B,d)) CU(C,¢). (5.3)

Pak obtiz mizi a pomoci (5.2) a (5.3) dostaneme
flg(P(A, 7)) € f(U(B, ) CU(Ce),
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tedy lim, 4 f(g(x)) = C.
Pokud je splnéna podminka P2, mtuzeme v > 0 zvolit tak, aby navic platilo
v < 1, a potom lze inkluzi (5.2) zesilit na

9(P(A,7)) € P(B,9). (5.4)
Obtiz opét mizi a pomoci (5.4) a (5.1) dostaneme
f(g(P(A, 7)) € f(P(B,d)) € U(Ce)

alim, 4 f(g(z)) = C. O

Pozndmka (Asymptotické symboly o a O). Limity se hodi pro srovnavani
asymptotického ristu funkci. P¥i analyze algoritmii uz jste se setkali s O-
notaci, ktera je obecné definovana takto. Necht a € R*, § > 0, a funkce f, g
jsou definované na prstencovém okoli P(a,d), pficemZ g je na ném kladné. Ri-
kdme, ze funkce f je velké O funkce g pro x jdouci k a a piSeme, ze f = O(g)
pro x — a, pokud existuje ¢ > 0 tak, 7ze

Vo € P(a,d): |f(z)] < cg(x).

Pokud
lim Lx) =0,
Tr—a g(ﬂ;‘)
piseme, 7e f = o(g) pro x — a, a fikame, 7e funkce f je malé o funkce g pro x
jdouct k a. Vsimnéte si, ze f = o(g) pro x — a implikuje f = O(g) pro = — a.
Neforméalné feceno, pokud lim,_,, g(z) = 400, pak vyraz f = O(g) zna-
mend, Ze funkce f neroste rychleji nez g pro x — a, zatimco vyraz f = o(g)
znamend, ze funkce f roste podstatné pomaleji nez g pro x — a. Pokud
lim,_,, g(z) = 0, pak f = O(g) ¥ika, ze f klesé k nule asponi tak rychle jako g,
zatimco [ = o(g) znamend, Ze funkce f klesa k nule podstatné rychleji nez g.
Uvédomme si, ze vyrazy f = O(g) a f = o(g) nejsou rovnosti, f = O(g) i
f = o(g) plati pro mnoho rtznych funkei f. Spravnéjsi (ale ziidka pouzivany)
zépis by byl f € O(g) nebo f € o(g).

Priklad 5.8. Asymptotické porovnavani ¢asto vyuzivame pii vypoctu limity
podilu: ‘ (
. 2+t —2 . 223 + o(x3)
lim ——— = lim ————~

=240.
zT—+00 3 T—+00 3
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6 Spojitost

Ptripomenme z predchozi prednasky, ze funkce f je spojitd v bodé b € R,
pokud plati lim,_,, f(z) = f(b). Explicitnéji to znamen4, ze f je spojita v b,
pravé kdyz pro kazdé € > 0 lze najit 6 > 0 spliujici f(U(b,6)) C U(f(b),e).
Hlavnim obsahem dnesni prednésky bude seznameni s nékterymi netrividlnimi
vlastnostmi spojitych funkci.

Vnitrni bod néjakého intervalu I je bod, ktery v I lezi i s néjakym svym
okolim. Krajni bod intervalu je bod, ktery neni vnitini. Napiiklad (—oo,5)
nemé krajni body, jen vnitini, ale (—oo, 5] ma pravé jeden krajni bod a to 5.

Definice 6.1 (Spojitost na intervalu). Necht I C R je interval a f: [ — R
je funkce na ném definovana. Rekneme, ze f je na intervalu I spojitd, je-li
spojita v kazdém vnitinim bodu I a v kazdém krajnim bodu I je odpovidajicim
zpusobem jednostranné spojita.

Priklad 6.2. Funkce f(z) = < je spojitd na intervalu (0,1) i na intervalu (0, 1].
Neni v8ak spojita na intervalu [0,1) (bez ohledu na to zda a jak je definovana
v nule), protoze lim, ,o+ f(z) = +o0.

Véta 6.3 (Darbouxova, o nabyvani mezihodnot). Nechl a < b jsou redlnd
c¢isla a necht funkce f: [a,b] — R je na intervalu [a,b] spojitd. Oznacme m =
min{ f(a), f(b)} a M = max{f(a), f(b)}. Pak kaZdé redlné ¢islo z intervalu
[m, M| je hodnotou funkce f, to jest pro kazdé y € [m, M| existuje « € [a,b],
ze fla) =

Diikaz. Budeme piedpokladat, ze m = f(a) a M = f(b), v opatném prlpade
je dikaz analogicky. Pokud y = f(a), poptipadé y = f(b ), mame o = a,
popiipadé a = b. Mizeme proto predpokladat, ze f(a) < f(b). Uvazme
mnozinu

A={z€a,b]: f(z) <y}
A je neprazdna mnozina (napiifklad a € A), ktera je obsazena v intervalu [a, b].
Jeji supremum je proto realné &islo z intervalu [a, b]. Polozime

a = sup(A).

Ukéazeme, 7e f(a) = y. Z jednostranné spojitosti f v bodech a abaz f(a) <
y < f(b) plyne, ze existuje takové § > 0, ze pro kazdé x € [a,a + J) plati
f(z) < y a pro kazdé x € (b — 0,b] plati f(z) > y. Tedy [a,a + ) C A a
(b—46,b] N A =10. Z toho plyne, ze a < a < b.

Kdyby bylo f(a) < y, tato nerovnost by vzhledem ke spojitosti f v «
platila v néjakém okoli & a v A by byly prvky vétsi nez «, coZ nelze (« je
horni mez A). Podobné kdyby bylo f(a) > y, tato nerovnost by zase platila v
n&jakém okoli « a pro né&jaké ¢’ > 0 bychom méli, ze (a« — ¢, a+ )N A = 0.
Coz je opét spor (« je nejmensi horni mez A). O
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Aplikaci této véty je metoda piileni intervalii pro piiblizny vypocet kofenu
spojité funkce.

Piiklad 6.4. Polynom f(z) = x? — 2 je spojita funkce. Protoze f(1) = —1 a
f(2) = 2, z pfedchozi véty plyne, ze f ma kofen x (tj. f(z) = 0) z intervalu
(1,2). Postupnym pilenim intervalu muzeme tento koten ptiblizné numericky
spotitat, tedy aproximovat hodnotu /2:

f(1,5) =0,25> 0 tedy = € (1,1,5)
f(1,25) = —0.4375 < 0 tedy = € (1,25,1,5)
f(1,375) = —0.109375 < 0 tedy z € (1,375,1,5)

A tak dale.

Diisledek 6.5 (Obraz spojité funkce). Spojitd funkce zobrazuje interval na
wnterval. To jest, je-lt J C R interval a f: J — R je spojitd funkce, je mnozina
f(J)={f(x): x € J} opét interval.

Pripomenme, ze inverzni funkce k f existuje, pouze pokud je f prosta. Z
Darbouxovy véty plyne, ze je-li spojita funkce prosta na intervalu J, je na J
bud rostouci, nebo klesajici (rozmyslete!). Dokazeme, Ze inverzni funkce spojité
funkce je rovnéz spojita.

Véta 6.6 (Spojitost inverzni funkce). Necht J C R je interval a f: J — R
je spojitd a rostouci (klesajici) funkce. Potom inverzni funkce f<~'>: K — J,
kde K je interval f(J), je rovnéz spojita a rostouci (klesajict).

Diikaz. Predpokladejme, Ze f je rostouci, piipad klesajici f je velmi podobny.
Pro jednoduchost ozna¢me g = f<~1>. V&imnéme si, Ze pokud f je rostouci,
je g také rostouci. Z Dusledku 6.5 vime, Ze f(J) = K je interval, funkce g je
tedy definovana na intervalu K a jejim obrazem je interval J.

Necht zy je vnitini bod K. Dokdzeme spojitost g v zo (viz Obrazek 6.1).
Muzeme vzit z1,29 z K, ze 1 < x9 < x2. Pak g(z1) < g(zo) < g(z2) a
v8echny body z intervalu [g(x1), g(z2)] jsou funkéni hodnoty g (protoze g(K
je interval). Bud déano € > 0 tak malé, ze

l9(z0) — &, 9(x0) + €] C [g(21), g(z2)].

V K tedy existuji xs, x4, 7e 71 < 23 < 29 < 74 < 29 a g(x3) = g(z9) — € a
g(x4) = g(xo) + . Vezmeme 6 > 0 mensi nez min{xy — x3, x4 — xo}. Pak pro
kazdé x € U(xo,d) plati, ze g(x) € U(g(xo), ).

TudiZ g = <!> je na K spojita. O

Funkce z, |z|, €*, sinx a cos z jsou spojité na celém svém definiénim oboru.
(Nebudeme dokazovat.) Z Véty 6.6 tudiz plyne spojitost logaritmu a cyklome-
trickych funkeci.
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g(x2)
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Obrazek 6.1: Pro kazdé dost malé € > 0 najdeme 6 > 0 vyhovujici definici
limity. Body x; a x5 omezuji, jak velké ¢ miizeme uvazovat, abychom zustali
v ramci intervalt J a K. Toto omezeni na € nam ale nevadi, protoze pokud
najdeme 9 pro malé ¢, tato hodnota ¢ funguje i pro vSechna vétsi e.

Spojitost dalsich funkei (napiiklad tan(z) nebo \/x) lze odvodit nasleduji-
cimi avahami. Z Véty 5.2 o aritmetice limit funkci plyne, Ze funkce definovana
jako soucet, rozdil, souc¢in a podil spojitych funkci je opét spojita (pokud je
definovana). Podobng, z Véty 5.7 o limité slozené funkce plyne, ze pokud je
funkce g spojitd v bodé a a funkce f je spojitd v bodé g(a), pak je funkce
h= fog (tj. h(z) = f(g(z))) spojita v bodé a.

Definice 6.7 (Extrémy funkce). Necht M C R a f: M — R. Rekneme, ze
funkce f v bodé a € M nabyva (na mnoziné M) svého

o minima, kdyz Vx € M : f(z) > f(a);
mazxima, kdyz Ve € M : f(x) < f(a);
ostrého minima, kdyz Vo € M,z # a: f(x) > f(a);
ostrého mazima, kdyz Ve € M,x #a: f(x) < f(a);
lokdlniho minima, kdyz 30 > 0Vx € M NU(a,9) : f(z) > f(a);
o [okdlniho mazima, kdyz 30 > 0Vx € M NU(a,6) : f(x) < f(a).
Ostré lokalni extrémy jsou definovany analogicky.

Véta 6.8 (Princip maxima pro spojité funkce). Necht a,b € R, a < b a
f: la,b] = R je spojitd funkce. Potom [ nabjvd na intervalu [a,b] svého ma-
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Tima t minima.

Diikaz. Dokédzeme nabyvani maxima, p¥ipad minima je velmi podobny. Polo-
Zime
a = sup(f([a, b])).

Nasim cilem bude dokazat, 7e existuje bod 8 € [a,b], v némz nabyva f hod-
notu «, a tim padem v [ nabyva f svého maxima.

Podle definice suprema pro kazdé ¢ > 0 existuje y € f([a,b]), 7e @ — e <
y < « (pro a € R), resp. 1/e < y (pro a = +00). Existuje tedy posloupnost
funkénich hodnot konvergujici k a: existuje (x,,) C [a,b], Ze lim,_,o f(z,) = a
Podle Bolzanovy—-Weierstrassovy véty méa (z,) konvergentni podposloupnost
(zg,) a muzeme definovat 8 = lim,_,o xy,. Protoze a < xp, < b pro kazdé
n € N, z véty o limité a uspofadani plyne, ze a < 3 < b, tedy 8 € [a,b] (v
tomto okamziku by diikaz selhal na jiném nez uzavieném intervalu, napf. na
intervalu [a, b) by mohlo nastat 5 = b). S vyuzitim Heineho definice limity a
(pfipadné jednostranné) spojitosti f v bodé 8 mame

o = lim f(ag,) = f(lim 2,) = f(B).

n—oo n—oo
Funkce f tedy nabyva v bodé § intervalu [a, b] své maximum a. O

Intervaly tvaru [a,b], kde a < b jsou redlnd ¢isla, tj. intervaly, které jsou
uzaviené a omezené, nazyvame kompakini intervaly. 7Z predchozi véty mimo
jiné plyne, Ze spojita funkce je na kompaktnim intervalu omezen4.

Pokud f: J — R definované na intervalu J neni spojitd nebo J neni kom-
paktni, potom f nemusi na J nabyvat maximum ani minimum a nemusi ani byt
omezena. Napiiklad funkce f(z) = x je na intervalu J = (0, 1) spojité, ale ne-
nabyva na ném ani maximum ani minimum. Totéz plati pro funkci f(z) = 1/z,
ktera na J navic ani nenf omezena. Na intervalu J = [—1, 1] funkce

r+1 proxe[-1,0)
flz)y=4¢ 0 prox =0
r—1 prox e (0,1]

nenabyva ani maximum ani minimum, protoze na J neni spojita (je nespojita
v nule). Funkce f(z) = z je na J = (—o0, 1] spojitd, ale neni omezena (a
nenabyva minimum) atd.

Princip maxima je dilezita vlastnost spojitych funkei (a kompaktnich in-
tervalil), kterd ma aplikace napiiklad v optimalizaci, kde zarucuje existenci
optimélnich FeSeni nékterych tloh. Vyse uvedeny princip maxima (Véta 6.8)
lze zformulovat obecnéji pro zobrazeni z libovolného metrického prostoru do
R, je vSak potieba zobecnit pojmy kompaktnosti a spojitosti.

Zobecnéni pojmu limity a tedy i spojitosti na libovolné metrické prostory
je pomérné piimocaré:
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Definice 6.9 (Limita a spojitost v metrickych prostorech). Pro metricky pro-
stor (M, d) definujeme okoli a prstencové d-okoli bodu a € M pro ¢ > 0 jako

Um(a,0) ={x e M| d(a,x) <} a

Py(a,d) = Upy(a,d) \ {a}.

Necht (M,d) a (N,e) jsou dva metrické prostory. Rekneme, 7e funkce
f: M — N md v bodée ac M limitu A € N, plati-li

Ve >0d6 > 0: f(Pu(a,d)) € Un(A,e),

coZ zapisujeme

lim f(x) = A.

xX—a

Funkce f je v bodé a spojitd, pokud
lim /(x) = f(a).

X—a
Funkce f je spojitd, pokud je spojitd v kazdém bodé M.

My se nyni omezme jen na realné funkce vice proménnych, tj. na funkce
tvaru f: M — R, kde M je podmnozina néjakého eukleidovského prostoru R™
(a tudiz M je sama o sobé& metricky prostor s eukleidovskou metrikou). Defi-
nice minima a maxima je pro takovéto funkce identicka jako pro funkci jedné
proménné. Potiebujeme vSak definovat nasledujici zobecnéni kompaktniho in-
tervalu.

Definice 6.10 (Kompaktni mnoziny v R"). Rekneme, Ze mnozina M C R" je
omezend, pokud existuje bod a € R™ a r > 0 takové, ze M C U(a,r). Jinymi
slovy, M je obsazeno v r-okoli bodu a (okoli zde uvazujeme v prostoru R").
f{ekneme, 7ze mnozina M C R" je otevrend, pokud pro kazdy bod a € M
existuje 6 > 0 takové, ze U(a,d) C M (zde opét bereme okoli v R"™). Mnozina
M C R™ je uzaviend, pokud R™\ M je oteviena mnoZzina. Mnozina M C R"
je kompakini, pokud je omezend a uzaviena.

Zjevné kazdy kompaktni interval v R je i kompaktni mnozina podle pted-
chozi definice. OvSem i v R existuji kompaktni mnoziny, které nejsou intervaly,
napi. sjednoceni dvou kompaktnich intervali je téz kompaktni mnozina.

Poznamenejme, Ze zatimco omezenost a otevienost mnoziny se definuje v li-
bovolném metrickém prostoru analogicky jako v Definici 6.10, kompaktni mno-
ziny se obecné definuji jinak, pfi¢emz v neeukleidovskych prostorech nemusi
byt kazda omezend a uzaviend mnozina nutné kompaktni. Obecnou definici
kompaktni mnoziny si na této prednasce uvadét nebudeme, nebot nepatii do
naseho sylabu, ovSsem zajemci si ji mohou najit napt. na wikipedii.

Slibené zobecnéni Véty 6.8 na funkce vice proménnych vypada takto.

Véta 6.11. Necht M C R" je kompaktni mnozZina a f: M — R je spojitd
funkce. Potom [ nabyjvd na mnoZine M svého mazxima i minima.
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7 Derivace

Casti studijniho textu v ramecku jsou volitelné. Nebudeme véas z nich
zkouSet, ale mozna vam pomohou lépe pochopit ostatni latku.

vvvvvv

mimo jiné danou funkci aproximovat pomoci jednoduchych funkei, naptiklad
linearnich.

Definice 7.1. Necht f: M — R, b € M a U(b,0) C M pro n&jaké 6 > 0.
Derivace funkce f v bodé b je limita

1)t FOED FO) @)~ )

h—0 h T—b z—>b

Derivace funkce f v bodé a zprava (zleva) je piislusna jednostrannd limita pro
h— 0" (h— 07),resp. z — a® (x — a7). Tyto jednostranné derivace znacime

fi(a) a f'(a).

Pozndmka. Derivace bud existuje vlastni (f'(b) € R) nebo nevlastni (f'(b) =
+00) nebo neexistuje. Stejné jako v piipadné limity, derivace existuje pravé
tehdy, kdyz obé jednostranné derivace existuji a jsou si rovny. Jestlize ma f v
bodé b vlastni derivaci, fikame, Ze f je v b diferencovatelnd.

Derivaci funkce f v bodé b miizeme kromé f'(b) znacit i ponékud ob$irngj-

vvvvvv

napi. (22 cos(z? — z)) |—o-

Abychom si pfiblizili geometricky vyznam derivace, uvazme nésledujici
situaci: mame danu funkci f definovanou na okoli bodu b € R, a chceme
tuto funkci na okoli b co nejpresnéji aproximovat pomoci vhodné linearni
funkce ¢(x) = ax + B. Jinymi slovy, hledame konstanty « a [ takové,
aby se rozdil f(x) — ¢(x) co nejrychleji blizil k nule kdyz se = blizi k b.
Specialné tedy chceme, aby f(b) = ¢(b), z ¢ehoz plyne 8 = f(b) —a - b, a
tedy £(z) = a(z —b) + f(b).

Zbyva jesté zvolit koeficient «, ktery se v geometrii oznacuje jako smer-
nice ptimky uréené rovnici y = ax+f. ProtoZze aproximujeme f pomoci li-
nearni funkce, je pfirozené chtit, aby chyba této aproximace byla mensi nez
jakéakoliv linearni funkce. Chceme tedy, aby platilo f(z) — ¢(z) = o(xz — b)
pro  — b, neboli explicitnéji, aby platilo limmﬁb% = 0. Tento
vztah je po primocaré tpravé ekvivalentni rovnosti a = lim,_,, W,
tj. « = f'(b). Piimka, ktera nejlépe aproximuje graf f v okoli b, ma tedy
za smérnici pravé derivaci funkce f v b, pokud tato derivace existuje a je
kone¢na. Tato piimka se oznaluje jako tecna ke grafu f v bodé (b, f(b)).
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Vsimnéte si, 7ze vyraz ! (xi:g(b) v definici derivace je roven smérnici
piimky prochazejici dvojici bodu (x, f(x)) a (b, f(b)). Je tedy piirozené,
ze kdyz se x blizi k b, tak se tato smérnice blizi ke smérnici teény v
bodé (b, f(b)).

Pro funkce vice proménnych existuje zobecnéni pojmu derivace s ana-
logickym geometrickym vyznamem. Rychlosti ristu funkce ve sméru ur-
¢ené souradnicové osy odpovidaji parcidlni derivace.

Hlavnim obsahem této kapitoly budou rizné metody vypoctu derivaci. Né-
kdy muzeme spocitat derivaci ptimo z definice:

Priklad 7.2. Funkce f(z) = x mé derivaci rovnou 1 v kazdém bodé, protoze

Py = tim LSO

T—a xr—2>b x—)bx—b_

x__b_l'

Priklad 7.3. Funkce f(z) = 2", n € N, ma v b derivaci rovnou nb" !, protoze

b+ h)" —b"
fim LR (b”l (”) + b“h(”) TR (“)) = b,
h—0 h h—0 1 2 n
Priklad 7.4. Funkce signum, f(z) =sgn(z) (=1proz >0,=0proz =0 a
= —1 pro z < 0), ma v nule jednostranné derivace

— -1
f2(0) = lim seu(r) — sen(0) _ lim — = +o0
x—0— €T x—0— X
’ (x) — sgn(0) |
. sgn(x) —sgn .
/ O = 1 = 1 _=
F3(0) = lim, " Jim, = oo,

takze sgn’(0) = 4o0.

Priklad 7.5. Funkce absolutni hodnoty, f(x) = |z|, v nule nema vibec derivaci,
protoze f/(0) = =1 a f/(0) = 1.

Priklad 7.6. Funkce f: R — R definovana jako f(z) = '3 pro x > 0 a jako
f(z) = —(=2)3 pro < 0 je v 0 spojitd a ma tam (jak se snadno spocte)
nevlastni derivaci +o0.

Predchozi priklady ukazuji, Ze spojita funkce miize mit nevlastni derivaci
nebo nemusi mit derivaci, a naopak, funkce muze mit (nevlastni) derivaci i v
bodé, kde neni spojitd. Pokud je ovsem funkce v néjakém bodé diferencova-
telnd, musi tam byt i spojita:

Véta 7.7 (Diferencovatelnost = spojitost). Md-li f: U(b,0) — R v bodé b
vlastni derivaci, je v b spojitd.

Dikaz. Mame
tin(7(2) — ) = tim "I O iy )= )0 =0

Tedy lim,_,, f(z) = f(b) a f je spojita v b. O
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Z Véty 5.2 o aritmetice limit funkei 1ze odvodit nasledujici vétu o aritmetice
derivaci.

Véta 7.8 (Aritmetika derivaci). Necht f,g: U(b,d) — R jsou funkce, které
magi v bodé b derivaci (vlastni ¢ nevlastni). Pak

1. Plati, Ze (f + g)'(b) = f'(b) + ¢'(b), je-li pravd strana definovand.
2. Pro a € R plati (af) (b) = a(f'(b)), je-li pravd strana definovand.

3. Plati Leibnizova formule: (fg)'(b) = f'(b)g(b) + f(b)g'(b), je-li pravd
strana definovand o f nebo g je spojitd v b.

4. Je-li g spojitd v b, g(b) # 0 a je-li pravd strana ndsledujici rovnosti
definovand, pak

P FBeb) - FBg )
(5) )= PO

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou okamzitym dusledkem véty o aritmetice limit.
Ze zbylych dvou tvrzeni dokazme jen Leibnizovu formuli. Vyraz W
je symetricky v f a g a mizeme proto predpokladat, ze napiiklad g je spojita

v b. Pak mame

(Fg) (b) = lim LH)9() = F(0)g(0)

r—b xr—2>b
_ i (@) = f(0))g(=) + f(b)(g(x) — g(b))
z—b z—0b

(f(z) = f(b)) g(x) —g(b)

:glﬂig}) z—0b }clgll;g(x) + £ (0) }clgll; z—>b
= f'(b)g(b) + f(b)g'(b). H

Tak jako u vét o aritmetice limit, i zde plati, Ze prislusny vzorec lze pouzit
jen tehdy, kdyz prava strana mé smysl. Pokud pravi strana obsahuje neur-
City vyraz, nelze o existenci a hodnoté derivace na levé strané nic usuzovat.
Vezméme napiiklad funkce f(z) = sgn(x) a g(z) = 0. Pfi vypoctu (fg)'(0)
Leibnizovou formuli dostaneme f'(0)g(0) + f(0)¢’(0) = (+00) - 040 -0, coz
obsahuje neurcity vyraz. OvSem fg je identicky rovna nule, a tedy zjevné
(f9)'(0) = 0.

Zduraznéme také, Ze i kdyz pii vypoc¢tu pomoci vzorecki pro aritmetiku
derivaci nevznikne neurcity vyraz, nesmime zapomenout ovéfit predpoklady na
spojitost, jinak muzeme dostat chybny vysledek. Pro f(x) = g(z) = 1—10—|—sgn(x)
napiiklad Leibnizova formule zdanlivé dava

(£9)(0) 2 F(0)9(0) + F(0)g'(0) = (+00) - 55 + 15+ (+00) = +ox,
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ve skutecnosti ovSem fg v nule derivaci nema, jak se mizeme snadno piesvéd-
¢it. Neni zde splnén pfedpoklad, ze aspon jedna z funkci f a g je spojita, tedy
Leibnizovu formuli nelze pouzit.

Poznamenejme, Ze predpoklad spojitosti v Leibnizové formuli je splnén
napt. tehdy, kdyz aspon jedna z derivaci f'(b) a ¢'(b) je vlastni, diky Vété 7.7.

Podivejme se nyni na derivace elementéarnich funkei exp(x), sin(x) a cos(z).
Pripomenme, Ze jsme si tyto funkce definovali pomoci souctu fad:

i > . p2ntl o . 2
exp ZO SlIl 2(—1) m, COS(ZE):§(—1) (277,)'

Nabizi se myslenka derivovat nekonec¢ny soucet ‘Clen po ¢lenu’, podobné
jako v ¢asti 1 Véty 7.8. Pro obecné nekonecné fady funkei takovy postup
ovsem nemusi byt vzdy korektni. Nagtésti vySe uvedené rady jsou speci-
alniho typu: jsou to takzvané mocninné fady, tj. fady tvaru - o a,z",
kde (a,) je néjaka posloupnost redlnych ¢isel. Bez dikazu si uvedme, 7Ze
pro mocninné fady je derivovani ¢len po ¢lenu pripustné.

Véta 7.9 (Derivovani mocninnych fad). Nechl Y 7 a,z" je mocninnd
rada. Predpokladejme, Ze existuje otevreng interval I takovy, Ze pro kazdé
x € I tato Tada konverquje, a oznacme jeji soucet f(x). Potom pro kazZdé
x € I md funkce f v bodé x vlastni derivaci, a ta splnuje

f(z) = i(anx")' = inanx"_l.
n=0 n=0

S vyuzitim Véty 7.9 snadno ur¢ime derivace elementarnich funkei:

, L ¥ R '
exp'(z) = +1|+—2‘+—3'—|——4‘—|—
fL‘2 .Tg
—0+1+1'+§+§+

= exp(z),

_ 22 ot x6
TR TR
= cos(z),
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a podobné cos'(z) = —sin(x).

Plati tedy exp’(x) = exp(z), sin’(x) = cos(z) a cos'(x) = — sin(z).

Nyni si ukdzeme dalsi obecné vzorecky uzite¢né pii vypoctu derivaci. Sym-
bolem f o g ozna¢me funkci vzniklou slozenim funkei f a g, tj. (f o g)(z) =
flg(x)).

Véta 7.10 (Derivace slozené funkce). Necht funkce f md derivaci v bodé b,

funkce g md derivaci v bodé a, b = g(a) a g je spojitd v a. Pak

(fog)(a)=f'(b) d(a),
je-li vyraz na pravé strané definovdn.

Dikaz. Rozlisime dva pfipady: bud plati ¢’(a) # 0, nebo ¢'(a) = 0. Pfedpokla-
dejme nejprve, 7e ¢'(a) # 0. To znamend, Ze existuje prstencové okoli P(a,0)
bodu a, na némz je vyraz M nenulovy, a specidlné na tomto prstencovém

okoli plati g(z) # g(a). Potitejme nyni (f o g)'(a) podle definice:
flg(x)) = f(g(a))

(fog)(a) = lim

o Flo() ~ Flo@) | gla) — gla)

o A -y

o fe@) = f®) | g —gla)

= :1513(11 o) b J}g{}z PR (protoze g(a) =b), (7.2)
) B

kde rovnost (7.2) je platna pouze za podminky, Ze soucin limit na pravé strané
je definovan. Limita vyrazu B je rovna ¢'(a) dle definice derivace. Ukazeme
nyni, Ze limita A je rovna f’(b). V§imnéme si, Ze vyraz A je dobie definovan na
P(a,d), nebot jeho jmenovatel je tam dle predpokladu nenulovy. Vsimnéme si
takeé, ze A lze interpretovat jako slozenou funkei H(g(x)), kde H(y) = W
Protoze g(x) ma v a limitu b a H(y) ma v b limitu f’(b), a protoZe navic g ma
na prstencovém okoli a hodnoty rizné od b, 1ze pouzit Vétu o limité slozené
funkce (Véta 5.7) s predpokladem P2, z niz plyne, Ze limita vyrazu A je f'(b).
Tedy vskutku plati (f o g)'(a) = f'(b) - ¢'(a).

Nyni vyfesme piipad, kdy ¢'(x) = 0. Zde muzeme predpokladat, ze derivace
f'(b) je vlastni, jinak sou¢in f’(b) - ¢’(a) neni definovan a véta nic netvrdi. Na
druhou stranu ale nemizeme rovnou pouzit tpravu jako v rovnicich (7.1) a
(7.2), protoze vyraz A = H(g(x)) neni definovian v bodech, kde g(z) = b,
a takové body ted mohou existovat v kazdém prstencovém okoli a. Problém
obejdeme tim, ze funkei H spojité dodefinujeme, tj. definujeme funkei H takto:

=y JH(y) proy #b
) = {f’(b) proy=1b
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Vsimnéte si, Ze zde vyuzivame, ze f'(b) je vlastni. VSimnéte si také, ze H
je v bodé b spojita, protoze H(b) = f'(b) = lim,, H(y). Nyni pro = na
prstencovém okoli a plati

flg(x)) — flg(a)) _ - g ))g(ﬂf) — g9(a)

T —a Tr—a

9

protoze pokud g(z) = b, jsou obé strany nulové, a pokud g(x) # b, je rovnost
obdobou (7.1). Nyni podobné jako v (7.2) mame

(fog)(a) = J}E}L f(g(x); : Z:(g(a)) _ lﬂwiﬂ 9(12 : z(a)7

kde B méa opét limitu ¢'(a). Limita A je rovna f'(b), coz plyne z Véty o limité
slozené funkce, kde ovSem tentokrat pouzijeme piedpoklad P1, nebot H je
spojita v b. O

Véta 7.11 (Derivace inverzni funkce). Necht J C R je interval, a € J jeho
vniting bod, f: J — R je spojitd a ryze monotonni funkce (tj. rostouci nebo

klesajici) a f(a) = b. Pak

1. Kdyz md f v a nenulovou derivaci f'(a), potom inverzni funkce f<~'>
md v b derivact

1
f<71> / b) = )
( ) ( ) f/(a)
2. Kdyz f'(a) = 0 a f je rostouct (resp. klesagici), potom (f<=>) (b) = 400
(resp. —o0).
Driikaz. Necht je f rostouci, pro f klesajici je ditkaz obdobny. Definujme po-

r—a

mocnou funkei G(x) = 7o)~ flay J\ {a}, a v8imnéme si, ze pro y # b plati

TP -0
- - -

G(f(y))
Spocitejme derivaci f<7!'> v bodé b = f(a) dle definice:

(Y =tim W ITEO () = tim G,

y—b Y — b y—b T—a

kde v poslednim kroku jsme vyuzili Vétu 5.7 o limité slozené funkce s predpo-
kladem P2, ktery je splnén diky tomu, Ze f<~!> je rostouci.

Zbyva tedy spoditat lim,,, G(z). Pokud f'(a) # 0, tak lim,_,, G(x) = f,%a)
dle aritmetiky limit. Pokud f’(a) = 0, tak si nejprve v§imnéme, ze G(z) > 0
na J \ {a} diky tomu, Ze f je rostouci. Z toho pak snadno odvodime, ze
lim,_,, G(x) = +o0. n

Priklad 7.12. Pomoci Véty 7.11 spocitejme derivaci logaritmu. Pro b = exp(a)
mame




Na zavér si ukazme, ze derivace nékdy pomohou pfi vypoctu limit:

Priklad 7.13.

lim exp(z) — 1  lim exp(z) — exp(0)

—_— pu— / pu— pu
tim OO =Ly CPELZODO) _ () — epio) = 1,
osin(x) o, B
}:ILI(I) . =sin (0) = cos(0) =1,
cos(xz)—1 / .
1 cos(z)—1 _
cos(x) e cos’(0) ~ —sin(0)

220 Iz +1) w00 BEED (e + 1) fomo (o) lemo 1
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8 Aplikace derivaci

L’Hospitalovo pravidlo (nékdy pséano 'Hopitalovo, v obou ptipadech vyslovu-
jeme [lopitalovol) je popularni nastroj pro vypocet limit neur¢itych vyraza %
a =.

Véta 8.1 (I'Hospitalovo pravidlo). Necht a € R*, necht funkce f,g: P(a,d) —
R maji na P(a,d) vlastni derivaci a necht g'(x) # 0 na P(a,0).

1. Pokud lim,_,, f(z) = lim,,g(z) = 0 a lim,,, f'(x)/d'(x) = A € R*,
pak i lim,_,, f(x)/g(z) = A.

2. Pokud lim, . |g(z)| = +oo a lim,, f'(z)/¢'(z) = A € R*, pak i
lim, ., f(z)/g(x) = A.

Totéz plati pro jednostranné limity x —a~ ax — a™.

Tuto vétu nebudeme dokazovat. Uvedeme nékolik piikladii demonstrujicich
spravného a chybného pouziti I’'Hospitalova pravidla.
Priklad 8.2. V néasledujicim vypoctu je uziti I’'Hospitalova pravidla spravné a
prospésné:

sinr —x cosz — 1 . —sinz 1

lim —— = lim ——— = lim =——,
z—0 3 z—0 32 z—0 Ox §)

kde jsme v posledni rovnosti pouzili zadkladni limitu pro sinus (nebo jsme mohli
jesté jednou 'Hospitalovat).

Priklad 8.3. Vypocet

2z + 1 . (2z+1) .22
im =lim —= =lim- =
z—0 31 -+ 1 z—0 (33;‘ —+ 1)/ z—0 3 3
podle "'Hospitalova pravidla je chybny. Neni splnén ptedpoklad, ze citatel a
jmenovatel jdou k nule nebo absolutni hodnota jmenovatele jde do nekonecna.
Spravna limita je 1.
Priklad 8.4. Argument, podle néhoz

1'2

z—+oo T + SIn X

neexistuje, protoze

. (z2) , 2z
lim ———— = T
z—+oo (r +sinz)’  a—+o00 1+ cosx
a tato posledni limita (zcela spravné) neexistuje, je chybny. O pfipadu, kdy
limita podilu derivaci neexistuje, I’'Hospitalovo pravidlo netikd nic. Spravna
limita je 4-o00.
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Priklad 8.5. Limitu

o OXP(=1/7)

z—0t X
nemé smysl pocitat I’'Hospitalovym pravidlem, alespon ne piimo, protoze de-
rivovanim c¢itatele a jmenovatele se situace nezjednodusi, ale zkomplikuje:

(exp(—1/x))" exp(—1/x)/a* _exp(—1/x)

(x) 1 x?

a dalsim derivovanim se zlomek dale komplikuje. Lepsi je vypocet pomoci véty
o limité slozené funkce f(g(x)) kde y := g(z) = 1/x, a f(y) = yexp(—y). Po-
rovnanim ristu exponencidly a polynomialni funkce nebo pouzitim I’Hospitalova
pravidla, dostaneme, Ze

exp(—1/x) y

lim ———= = lim =0
20+ x y—+o0 exp(y)

Nyni se budeme zabyvat vySetfovanim prubéhu funkce. Budou nas zaji-
mat zejména nasledujici informace, které pak muzeme vyuzit pro nacért grafu
funkce: defini¢ni obor, obor hodnot, spojitost, limity v krajnich bodech a limity
v bodech nespojitosti, vlastnosti jako sudost, lichost nebo periodicita, intervaly
monotonie a extrémy (lokalni i globélni), konvexita a konkavnost. Derivace jsou
klicovym nastrojem pro urcovani posledné jmenovanych vlastnosti.

Vé&ta 8.6 (Nutnd podminka pro lokalni extrém). Necht md f: U(a,6) - R v
bodé a nenulovou derivaci f'(a) # 0. Potom f nenabyvd v a lokdlni extrém, to
jest pro kaZdé 61, 0 < 01 < 0, existuji body b,c € P(a,01) takové, Ze f(b) <
fla) < f(o).

Diikaz. Necht napt. f’(a) > 0. Existuje tedy dy > 0, Ze pro kazdé x € P(a, d2)

plati
f(z) — f(a)

Tr—a

> 0.

Pro z € P~ (a,d3) mame x — a < 0, a tedy musi platit, ze f(z) < f(a),
aby byl podil W kladny. Podobné pro z € P7(a,d2) musi platit, Ze
f(@) > [f(a). O

Jinymi slovy, pokud funkce f ma lokalni extrém v bodé a, bud f’'(a) = 0,
nebo f’(a) neexistuje. Opac¢na implikace ale neplati — nulova, nebo neexistujici
derivace lokalni extrém neimplikuje.

Predchozi véta je uziteéna také pii hledani globalnich extrému, protoze
globalni extrém musi byt i lokdlnim extrémem. Je ovSem dilezité uvédomit si,
ze definujeme-li funkci na uzavieném intervalu, v jejich krajnich bodech neni
definovana derivace. Krajni body tedy mohou byt lokalnimi extrémy.

Priklad 8.7. Funkce f(z) = |z| ma lokilni minimum v bodé 0, kde derivace
neexistuje.
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A A
f'(c) = f(bl)):f(a)
J(e)=0 FO) oo
fla) = () // N fa) | ;
a ¢ b g a ( b g

Obrazek 8.1: Dle Rolleovy (vlevo) a Lagrangeovy (vpravo) véty existuje bod
¢, kde je te¢na grafu rovnobézna se zadanou se¢nou.

Piiklad 8.8. Funkce f(x) = x*> ma v bodé 0 nulovou derivaci, ale nema tam
lokalni extrém.

Priklad 8.9. Funkce f(z) = 2” na intervalu [—1, 1] ma lokdlni maxima v bodech
1 a —1, zatimco v bodé 0 mé lok&lni minimum. V bodech 1 a —1 derivace neni
definovana, v bodé 0 mé f nulovou derivaci.

Nésledujici dvé véty se spolecné oznacuji jako véety o stiredni hodnoté. Prvni
z nich, znama jako Rolleova véta, fika (za jistych pfedpokladi), ze pokud
funkce nabyva stejné hodnoty v bodé a a b, tak nékde mezi nimi ma graf funkce
vodorovnou tecnu. Druhé véta, oznacovand jako Lagrangeova, je zobecnénim
té prvni a fika (opét za danych predpokladi), ze graf funkce f ma nékde mezi
body a a b te¢nu, ktera je rovnobézna s piimkou prochazejici body (a, f(a)) a

(b, £(b))-

Véta 8.10 (Rolleova véta). Necht —oo < a < b < 400 a funkce f: [a,b] - R
je na [a,b] spojitd, md na intervalu (a,b) derivaci (i nevlastni) a f(a) = f(b).
Potom existuje ¢ € (a,b) takové, Ze f'(c) = 0.

Diikaz. Pokud je funkce f na intervalu [a,b] konstantni, véta pro ni ziejmé
plati, protoze pak f’(¢) = 0 pro kazdé ¢ € (a,b). Pokud neni konstantni,
existuje d € (a,b), ze tieba f(d) # f(a) = f(b). Budeme piepokladat, ze
f(d) > f(a) = f(b), ptipad f(d) < f(a) = f(b) je podobny. Necht ¢ € [a,b]
je bod, v némz f nabyva na [a,b] své maximum — ten existuje dle principu
maxima pro spojité funkce (Véta 6.8). Protoze f(c) > f(d) > f(a) = f(b),
maximum nemiize byt v krajnich bodech a tedy méme ¢ € (a,b). Bod ¢ je
bodem lokalniho maxima, a tak f’(c) = 0 podle Véty 8.6. O

Véta 8.11 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Nechl —oco < a < b < +00
a funkce f: [a,b] — R je na [a,b] spojitd a md na intervalu (a,b) derivaci (i
nevlastni). Potom existuje ¢ € (a,b) tak, Ze

F(b)  fla)

fle) = 20—

38



Diikaz. Zavedme pomocnou funkci

Vsimnéte si, Ze graf této funkce je pfimka prochazejici body (a, f(a)) a (b, f(D)).
Nagim cilem je tedy najit bod ¢ € (a,b), v némz je te¢na ke grafu f rovnobézna
s touto primkou.

Definujme funkci h(z) := f(z) — p(x). Ta je na [a,b] spojita (je to rozdil
dvou spojitych funkei) a na (a,b) mé derivaci

f(b) — f(a)
W(z) = f/(z) — 22— J\%)
(0) = f'(e) - H
Dale h(a) = h(b) = 0. Podle Véty 8.10 existuje ¢ € (a,b), ze h'(c) = 0, ¢ili
f(b) — f(a)
/
BRSNSt A
coz jsme chtéli dokazat. O

Lagrangeova véta ma i prirozenou fyzikalni interpretaci: popiSme napii-
klad jizdu autem pomoci funkce f, kde f(x) oznacuje vzdalenost, do jaké
auto dojelo v ¢ase x. Potom f'(c) je okamzité rychlost auta v ¢ase ¢ a
podil W je jeho priumérna rychlost v c¢asovém intervalu od a do b.
Lagrangeova véta tedy 1ika, ze v néjakém okamziku ¢ € (a,b) byla oka-

mZita rychlost stejna, jako prumeérna rychlost za cely interval [a, b].

7 Lagrangeovy véty odvodime vztah mezi derivaci a monotonii funkce.

Véta 8.12 (Derivace a monotonie). Necht J C R je nedegenerovany interval
(s kladnou délkou), funkce f: J — R je na J spojitd a md v kaZdém vnitinim
bodé intervalu J derivaci. Pokud na vnittku J plati f' > 0 (resp. f' > 0), je
f na J rostouct (resp. neklesajici). Pokud na vnitiku J plati f* < 0 (resp.
f'<0), je f na J klesajici (resp. nerostouct).

Diikaz. Probereme jen piipad f’ > 0, ostatni pfipady jsou velmi podobné. Pro
kazda dveé ¢isla a < b z J podle Véty 8.11 existuje ¢islo ¢ takové, 7e a < c < b
a

fb) = fla)
. f'(e) > 0.
Z b—a > 0 proto plyne, ze i f(b) — f(a) > 0, tedy f je na J rostouci. O]

Priklad 8.13. M&-li f nulovou derivaci v kazdém vnitinim bodé intervalu J, je
na J soucasné nerostouci a neklesajici, tedy konstantni.

Protoze derivace funkce na néjakém intervalu je sama o sobé funkce (je-li
viude definovana a vlastni), mizeme ji zderivovat.
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Definice 8.14. Pokud funkce f: U(a,d) — R ma na U(a,d) vlastni derivaci
f'(x) a existuje limita
/ o
) i L) = @)
r—ra Tr— a
nazveme ji druhou derivaci f v a. Analogicky definujeme derivace vyssich fadu:
Ma-li f: U(a,d8) — R na Ul(a,d) derivaci f"~V(z) fadu n — 1, derivace #ddu
n v a je limita
(n—1) _ f£(n-1)
f(n)(a) -— lim f (:E) f (a)’

Tr—a Tr— a

kdyz existuje.

7 definice plyne, 7e existence derivaci nizsiho fadu je nutna pro existenci
derivaci vyssiho radu, napr. pokud existuje tfeti derivace funkce, musi existovat
také jeji prvni a druhd derivace.

Priklad 8.15. Napiiklad pro f(z) = 2? — x méme

fl(x)y=2z-1
f'(x) =2
fO@) = fYa)=---=0

Definice 8.16. Necht [ je interval. Rekneme, ze funkce f:I — R je na
intervalu 1
e konvexnt, pokud pro kazda a,z,b € [ takova, ze a < x < b, plati

F@) < fa)+ (@0 — o) =0, (5.1)
e ryze konvexni, pokud je predchozi nerovnost ostra,
e konkduvni, pokud pro kazda a,x,b € I takova, 7e a < x < b, plati
f(b) — fla
£(@) = f(a) + (@ - =110 (8.2

b—a '’
o ryze konkdvni, pokud je pfedchozi nerovnost ostra.

Vyraz na pravé strané nerovnosti (8.1) a (8.2) je rovnice piimky prochéazejici
body (a, f(a)) a (b, f(b)). Tyto nerovnosti lze tedy geometricky interpretovat
tak, ze pro konvexni funkci lezi graf funkce f na intervalu (a,b) pod tseckou
spojujici body (a, f(a)) a (b, f(b)), zatimco pro konkavni funkci naopak lezi
nad touto tseckou.

Priklad 8.17. Linearni funkce f(z) = az, a € R, je konvexni a konkavni
zaroveil na R (ale ne ryze), protoze pro kazdé a < x < b plati

ab — aa
aa+(x—a)ﬁ = ax.
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Priklad 8.18. Rozmyslete si, ze f(x) = |z| je konvexni na R, ale ne ryze.

Spliwje-li funkce podminky nasledujici véty, miizeme na vySetieni jeji kon-
vexity a konkavity pouzit druhou derivaci.

Véta 8.19 (Konvexita, konkavita a druha derivace). Necht I C R je otevieny
interval, necht funkce f: I — R md na I druhou derivaci f"(x). Pokud je f"
na I kladnd (resp. nezdpornd), je f na I ryze konvexni (resp. konverni). Pokud
je [" na I zdpornd (resp. nekladnd), je f na I ryze konkduni (resp. konkduni).

Nebudeme dokazovat. Jak ov8em vidime na piikladu funkce |z|, funkce
miiZze byt konvexni (nebo konkéavni), i kdyz druhou derivaci v nékterych bodech
nema (|z| nema v bodé 0 ani prvni derivaci).

Priklad 8.20. Funkce z3 je na intervalu (0, 00) ryze konvexni, protoze (z%)" =

6x > 0, a naopak na intervalu (—oo, 0) je ryze konkavni.

Jak vidime na piedchozim pifkladu, funkce 23 se v bodé 0 méni z konkavn{
na konvexni—jeji graf prechézi z jedné strany tecny y = 0 na druhou.
Takovym bodim fFikame inflezni.

Definice 8.21. Bod a € R je inflexnim bodem funkce f: U(a,d) — R,
pokud f ma vlastni derivaci f’(a) a existuje takové 01, ze 0 < §; < 9 a

ze(a—da) = f(r) <fla)+ [f(a)(z—a) a
z€(a,a+61) = f(z)> fla)+ f'(a)(x —a)

nebo jsou obé nerovnosti prohozené—pro x nalevo od a lezi (z, f(x)) pod
tecnou a pro x napravo od a nad ni nebo naopak. Jinymi slovy, fukce ma
v a inflexni bod, ma-li jeji graf v bodé (a, f(a)) teénu, ktera neni svisla,
a prechézi-li graf f v okoli tohoto bodu z jedné strany te¢ny na druhou.

Konvexita funkce se nékdy misto nerovnosti (8.1) definuje nasledujicim
ekvivalentnim zpisobem.

Véta 8.22 (Jensenova nerovnost). Funkce f je konverni na intervalu I,
prave kdyz pro kazdé a,b € I a kazdé X € (0,1) plati
f(Aa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1= N)f(b). (8.3)
Diikaz spociva v substituci A\ = lb’:—’;, neboli z = Aa+ (1 — A\)b, ¢imz se
prevede (8.1) na (8.3) a naopak. Podobné f je konkéavni, pravé kdyz splni
(8.3) s opa¢nou nerovnosti.

Indukci podle k 1ze z Jensenovy nerovnosti odvodit nasledujici obec-
néjsi verzi.



Véta 8.23 (obecna Jensenova nerovnost). Funkce f je konverni na inter-
valu I, prave kdyz pro kazdé k € N, pro kaZdou k-tici bodi ay,as, ..., ar €
I a pro kaZdou k-tici nezdporngjch koeficienti Ay, Ao, ..., \i splniugicich
M+X+ -+ =1 platd

S 4+ Xoag + -+ + Aear) < Aif(ar) + Xof(az) + - 4 Mo f (ar).

Pro konkavni funkce se opét nerovnost otoc¢i. Z Véty 8.23 lze odvodit
pro konkrétni konvexni ¢i konkdvni f mnoho uzite¢nych dusledki. Vez-

méme napi. f(z) = In(z), Ay = Xy = -+ = X\ = % a ap,as,...,a; > 0
libovolné. Vime, ze f'(z) = 1, tedy f"(z) = —=% <0, tj. f je konkavni na

(0,400). Jensenova nerovnost (ve verzi pro konkavni funkce) pak dava

n (a1 +a2—]:-~~+ak> > In(ay) + k —l—ln(ak)'

Dosadime-li obé strany do funkce exp, kterd je rostouci a tedy zachovava
nerovnosti, dostaneme (po nékolika jednoduchych tpravach) vztah

a1+a2—|—-~-—|—ak

k
2 > Y/aray - - - ayg,
jehoz leva strana je aritmeticky primeér aq,...,ax, prava strana je tzv.
geometricky prumeér aq, ..., a; a cely vztah je znadmy jako AG nerovnost.

Na zavér uvedeme vétu, kterd nam dava navod, jak pocitat jednostranné
derivace.

Véta 8.24 (Spojitost derivace v krajnim bodé). Necht I = [a,b) je interval,
necht funkce f: 1 — R je spojitd zprava v bodé a a necht md na (a,b) vlastni
derivaci, pro niz plati lim, .+ f'(z) = A € R*. Potom md f v bodé¢ a derivaci
zprava, pro niz plati

fila) = A.

Diikaz. Funkce f je ziejmé spojita na I (v a zprava to piredpokladame a
jinde to plyne z toho, zZe f mé& vlastni derivaci, viz Véta 7.7). Pro kazdé
z € (a,b) mizeme tedy pouzit Vétu 8.11 pro interval [a, z].

Cilem je dokazat f)(a) = A, tj. pro dané € > 0 najit 6 > 0 spliwjici

Vo € P*(a,0): fla) = la) U(A,e). (8.4)
r—a
Zvolme § > 0 tak, aby platilo jednak, ze P (a,0) C I, a jednak, Ze
f'(xz) € U(A,¢) pro kazdé x € P*(a,0). Takova volba ¢ je mozna diky
tomu, ze f'(z) — A pro x — a+.
Ted ukazeme, Ze toto ¢ splni i vlastnost (8.4). Zvolme = € P*(a,9).
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7Z Lagrangeovy véty (Véta 8.11) pouzité na interval [a, 2] plyne, Ze existuje
¢ € (a,x) takové, 7e f'(c) = W Protoze ¢ € (a,z) C P*(a,d), mame
f'(c) e U(A,e) atedyi W € U(A,¢e). Tim je vlastnost (8.4) ovéfena
a Véta 8.24 dokazéna. O

Vsimnéte si, ze ve Vété 8.24 nelze opomenout predpoklad, Zze f je v bodé a
spojita zprava. Napfiklad pro funkei f(z) = sgn(z) mame

00 = f1(0) # lim f'(z) =0.

x—0+

Vétu 8.24 zde nelze pouzit, protoze f neni spojité zprava v 0.
Priklad 8.25. Dle Véty 8.24 napiiklad muzeme pro funkci f(z) = [sin(z)]
spocitat

' (0) = lim (si = i —1
f+() ILIOHJSID(I)) xg(l)lJrcosx ,

protoze vime, Ze na pravém okoli bodu 0 je |sinz| = sin z.
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9 Tayloriv polynom

Jak uz vime ze sedmé prednéasky, pokud ma funkce f definovana na okoli bodu
a € R v bodé& a vlastni prvni derivaci f'(a) € R, ma graf f v bodé a (pFesnéji
v bodé (a, f(a))) te¢nu s rovnici t(z) = f(a)+ f'(a) - (x — a). Toto t(z) je pak
jediny polynom stupné nejvys 1, pro néjz plati

o [0 =)

T—a Tr— Qa

=0

a v tomto smyslu je ¢(z) nejlepsi aproximace f pomoci linearni funkce v okoli
bodu a.

Nyni budeme aproximovat fukci f pomoci polynomu vyssiho stupné. Uka-
zeme, ze pro funkci f s vlastni n-tou derivaci v a existuje pravé jeden polynom
P(z) stupné nejvyse n, pro ktery

L f(@) — P(2)

= 0.
T—a (gj — a)n

Definice 9.1 (Tayloruv polynom). Necht a € R, necht n € Ny a necht f je
funkce definovana na okoli a, kterd ma v a vlastni n-tou derivaci £ (a) € R.
Pokud n = 0, pfedpokladejme i spojitost f v a. Taylorovym polynomem tddu
n funkce f v bodé a rozumime polynom

]

") (g |
i) = Y oy
()

n!

f"(a)
2!

= f(a)+ f'(a)(z —a) + (x—a)*+-+ (x —a)".

Ackoli 0Y je obecné nedefinovany vyraz, v kontextu polynomit ¢ mocnin-
nych fad budeme vzdy interpretovat (x — a)® jako konstantni funkci rovnou 1
pro vSechna z. Tayloruv polynom je tedy definovan i pro x = a. Bez této kon-
vence bychom museli konstantni ¢len psat zvlast, mimo sumu. Pouzivame také
konvenci f(©) = £, tj. f je svou vlastni ‘nultou derivaci’.

Vimnéte si, e pro Tayloriv polynom T'(z) = T/%(z) plati T'(a) = f(a),
T'(a) = f'(a),...,T™(a) = f™(a). Viimnéte si také, Ze pro n > 1 plati
(T = T,{/_‘f (pro n =1 je nutno pfedpokladat spojitost f' v a).

Véta 9.2 (Charakterizace Taylorova polynomu). Necht funkce f md Tayloriv
polynom ¥ddu n € Ny v bodé a € R. Potom T(z) = T%(x) je jeding polynom
stupné nejuyse n s vlastnosti

i
o5 (x —a)®

~0. (9.1)
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Obréazek 9.1: Aproximace funkce sinz na okoli nuly polynomem prvniho a
tfetiho stupné.

Vlastnost (9.1) lze téz zapsat jako f(z) = T(z) + o(|z — a|™) pro z — a.
Pted ditkazem Véty 9.2 si dokdZeme nésledujici pomocné lemma.

Lemma 9.3. Necht a € R a Q) je polynom stupné nejvijse n takovy, Ze

lim —Q(x)

= 0.
T—a (jj — a)n

Pak je Q) identicky nulovy polynom.

Diikaz. Postupujme indukei podle n. Pro n = 0 tvrzeni plati, ve jmenovateli
mame konstantni jedni¢ku a ) musi byt identicky nulovy. Necht n > 1. Jme-
novatel jde k nule a tedy i ¢itatel: Q(a) = lim,,, Q(x) = 0. TakZe a je kofen
Q a Q(x) = (r — a)R(z) pro polynom R stupné nejvyse n — 1. Mame

lim —Q(x) = lim ()

z=a (x —a)*  woa(x—a)*!

=0

a podle indukéniho piedpokladu je R identicky nulovy. Tedy i @Q = (xr — a)R
je identicky nulovy. O]

V dikazu ptedchoziho lemmatu jsme pouzili tvrzeni, ze kazdy polynom
Q(z) spliwjici Q(a) = 0 lze zapsat jako sou¢in Q(x) = (z — a)R(zx), kde R(x)
je polynom stupné o 1 mensiho nez Q(z). Rozmyslete si sami, pro¢ (a zda
vitbec) je toto tvrzeni pravdivé.

Nyni dokazeme slibenou vétu.

Diikaz Véty 9.2. Nejprve indukei podle n ukdZeme, ze T(z) := T)%(z) splni
rovnost (9.1). Pron = 0 to je pravda: T)*(z) = f(a) alim,_o(f(2)—f(a))/1 =
0 podle spojitosti f v a.
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Pro n = 1 plati T)*(z) = f(a) + f'(a)(z — a), a tedy
P T T~ )

T—a Tr—a T—a T — a

— f'(a) = 0.

Pro n > 1 s vyuzitim I’'Hospitalova pravidla (Véta 8.1) a indukce mame

fla) = T (2) f'(x) = (T (=)

li = I
ml_r)r(ll (x —a)” aclgi n(x —a)"!
L ) = T (@)
= —lim
nz—a (r—a)" !
= 0.

Ted ukazeme, ze T'(z) je jediny polynom stupné nejvys n spliwjici (9.1).
Pro spor, necht T'(z) je jiny takovy polynom. Potom

(@) T _ T = f@) . f@) - T()
als—m (x —a)” als—m (x —a)” + i—)a (x —a)"
= 040

= 0,

podle predpokladu o T a podle jiz Vdokézané vlastnosti Taylorova polyvnomu.
Podle Lemmatu 9.3 tak mame, ze T'(z) — T'(z) je identicky nulovy a T'(z) =
T(x). O

Poznamenejme, zZe miiZe nastat situace, kdy pro funkci f existuje polynom
T'(x) stupné nejvys n, ktery splituje rovnost (9.1), ale piesto T'(x) neni Taylorav
polynom Fadu n funkce f, protoze f Tayloriv polynom fadu n nemé. Uvazme
tieba funkci f definovanou vztahy f(x) = 0 pro x racionalni a f(x) = 2% pro
x iracionalni. Snadno nahlédneme, zZe plati

lim J@)

x—0 :L‘Q

=0,

je tedy splnéno (9.1) pro a = 0, n = 2 a T'(z) = 0. OvSem f nemé v nule
Tayloriuv polynom fadu 2 (ani zadného vyssiho ¥adu), protoze f’ je definovana
jen v bodé 0 a f” tedy neni definovana v Zadném bodé.

Zbytkem Taylorova polynomu rozumime rozdil R/*(x) mezi hodnotou funkce
a hodnotou Taylorova polynomu:

R} (z) == f(x) = T"(x).

Funkce R/“(z) tedy fika, jak dobie aproximuje Taylortiv polynom funkci f
v bodé x, nebo presnéji feceno, jak velké chyby se dopustime, nahradime-li
funkci f jejim Taylorovym polynomem. Cilem je pfirozené najit co nejlepsi
horni odhad na absolutni hodnotu této chyby. Véta 9.2 dava odhad Rf4(x) =
o(|z — a|™) pro x — a. Ukadzeme vSak, 7e za mirnych predpokladii (zejména na
omezenost "1 v okoli a) se da ziskat silnéjsi odhad R/ %(x) = O(|z —a|™*1),
navic s explicitnim odhadem na konstanty skryté uvniti O-notace.
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Véta 9.4 (Lagrangetv odhad zbytku). Necht f je funkce, kterd md na otevie-
ném intervalu I C R vlastni derivaci fidu n+ 1 (a tim pdadem i spojité vlastni
derivace viech nizsich 7ddi). Volme a,b € I, kde a # b. Potom existuje bod c
ostie mezi a a b takovy, Ze plati

(n+1) (o
RIe(b) = %(h —a)"t (9.2)

Specidlnée pro M € R takové, Ze pro kazdé x € I leZici ostie mezi body a a b
plati | f)(2)| < M, mdme odhad

M
[RI(b)] <

< m| —a|"th (9.3)

Diikaz. Pro jednoduchost predpokladejme, ze a < b, opacény piipad je
analogicky. Hledejme funkci ¢g: I — R s nasledujicimi vlastnostmi:

o f(b) =g(b),

e pro kazdé k =0,...,n plati f®(a) = ¢®(a),

e ¢t je na I rovna né&jaké konstanté, kterou ozna¢me K.
Jak takova funkce g bude vypadat? Z toho, ze jeji derivace fadu n + 1 je
konstantni, 1ze vydedukovat, Ze g je polynom stupné nejvys n+ 1, a kazdy
takovy polynom lze zapsat ve tvaru

9(z) = apg + ai(z —a) + azy(z — a)* + - + appr (@ — a)" !
pro vhodné zvolené koeficienty «v, . .., a,11. VSimnéte si, ze pro k < n+1
plati ¢ (a) = klay,. Protoze pro k < n mé byt ¢ (a) rovno f*)(a), musi
f®(a)

pro tato k platit o, = “——5=. ProtoZze g™t je identicky rovna K, tak

Qpi1 = ﬁ Dostavame tedy

/ f(n) a n K n+1
o) = @) + F@le =)+ @ oy 4 e -0
a K n+1

Hodnota konstanty K je pak jednozna¢né uréena pozadavkem f(b) = g(b).
Vsimnéte si, Ze z rovnosti (9.4) plyne

REA(0) = ) = TI2(0) = 9(8) = T0(0) = S gio =)™

K dokonc¢eni ditkazu rovnosti (9.2) tedy staci najit ¢ € (a,b), pro
néz plati K = f"*V(c). Definujme funkci h(z) := g(x) — f(z) a v&im-
néme si, ze h(a) = h'(a) = h"(a) = --- = h™(a) = 0. V&imnéme si
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takeé, ze ("t (z) = K — f("*(z). Chceme tedy najit ¢ € (a,b) splijici
R (c) = 0.

Dokéazeme indukei, 7e pro kazdé k € {1,...,n+ 1} lze najit ¢ € (a,b)
splitujici h®)(c;,) = 0. Protoze h(a) = h(b) = 0, Rolleova véta (Véta 8.10)
fika, 7e existuje ¢; € (a, b) splijici h'(c;) = 0.

Necht mame pro k < n nalezeno ¢ € (a,b) spliiujici h¥)(c;) = 0 a
hledejme ¢y 1. Protoze h®(a) = h¥)(c;,) = 0, mizeme uzit Rolleovu vétu
na interval (a,c;) a funkci A®, ¢imz dostaneme hledané c;y; spliwjici
R+ (¢r41) = 0. Ted stacéi vzit ¢ := c,41, aby platila rovnost (9.2), z niz
pak pfimo plyne odhad (9.3). ]

Lagrangetiv tvar zbytku je ve vétSiné praktickych aplikaci dostacujici,
ovsem nékdy je potieba volit jiné zpusoby, jak odhadnout zbytek Tay-
lorova polynomu. Jedna takové alternativa je tzv. Cauchyuiv tvar zbytku.

Véta 9.5 (Cauchyuv tvar zbytku). Za stejnyjch predpokladii jako ve Vété 9.4
plati, Ze ostie mezi body a a b existuje bod d splriugici

f9(d) - (b—d)"(b—a)

Rf“(b) = -

Tuto vétu nebudeme dokazovat.

Vsimnéte si, Zze pokud mé funkce f v bodé a € R derivace vSech fadi a
pokud pro n&jaké x plati lim, .., R)*(z) = 0, plyne z toho, ze posloupnost
(T1a(x))>, konverguje k f(z). To ekvivalentné znamena, 7e f(x) je soucet

(n) . . (s
nekonecné fady 3.0 7 n!(a) (x — a)", nebot posloupnost (T7%(x))%, je prave
posloupnost ¢astec¢nych souctii této rady. Toto pozorovani motivuje néasledujici
definici.

Definice 9.6 (Taylorova fada). M&-li funkce f v bodé a € R derivace vSech
radu, rozumime pro x € R jeji Taylorovou radou se stredem v a fadu

©_ £(n)(q
Th(z) =) / '( )(x —a)".

n:

Pro nékolik elementarnich funkeci ted odvodime jejich rozvoje do Taylorovy
fady (Tayloriiv polynom je nékolik prvnich ¢lent fady). Pro jednoduchost bu-
deme pracovat jen s Taylorovymi fadami se stifedem v nule, to jest s a = 0.
Témto fadam se nékdy tikd Maclaurinovy Fady.

Pokud je f v bodé z definovana, bylo by pékné, aby jeji Taylorova rada,
pokud existuje, konvergovala a jeji soucet se rovnal f(x). Jak si ale ukdzeme,
neni to vzdy pravda.

Priklad 9.7 (Taylorav rozvoj mocniny). Pro m € N uvazme funkci f(z) =
(1 + z)™. Jeji n-ta derivace je rovha m(m — 1)---(m —n + 1)(1 + z)™™™,
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tj. specialné pro n > m je n-ta derivace identicky nulova. Maclaurinova fada
funkce f ma tedy jen kone¢né mnoho nenulovych ¢lent, konkrétné

m
m
THO(z) = ",
0=3(")s

n=0
Jak vime z binomické véty, je tato fada rovna funkci (14 x)™ pro kazdé = € R.
I bez znalosti binomické véty muZzeme snadno nahlédnout, ze tato fada ma
souet f(r), nebot z Véty 9.4 plyne, ze R)9(z) = 0 pro kazdé n > m a x € R.
Priklad 9.8 (Tayloruv rozvoj exponencialy). Opakovanym derivovanim expo-
nencialy dostaneme, ze

o0 R

exp(2),0 o R
T ZO‘ 1+x+2+6+24+

To je fada, pomoci které jsme exponencidlu definovali. V tomto pfipadé
jsme si tedy uz d¥ive bez dikazu fekli, ze exp(xz) = TP®9(z) pro
kazdé x € R, tedy soucet Taylorovy rady je vSude roven exponenciale.
Pomoci Véty 9.4 nyni odhadnéme piislusné Taylorovy zbytky RPO(z).
Omezme se na > 0 (ostatni piipady jsou jesté jednodussi). Mame od-
had |R&PO(z)| < nH),x"“ pro M := sup,, | exp(y)| = exp(z). Snadno
ovéiime, napf. pomoci odhadu (n + 1)! > n™?2 ze |R*P0(z)| — 0 pro
n — 00 a T pevné,

Podobné i pro funkce sin(x) a cos(z) lze snadno ovérit, ze jejich Maclauri-
nova fada odpovida mocninné fadé, pomoci niz jsme je definovali.

Priklad 9.9 (Tayloruv rozvoj logaritmu). Funkce In(z) nemé& Maclaurinovu
fadu, protoze neni definovand v nule, je vS8ak mozné uvazovat Maclaurinovu
fadu funkce f(z) = In(1 + x). Snadno ovéfime, ze pron > 1 a x € (=1, +00)

plati
-1 n—1 — 1)
(1+x)"
z ¢ehoz plyne
o0 )yl 2 3 4
Tln (1+z), — _ ZIZ'_ CE_ _ l‘_ Ce
; Sttty ot

Pro z € [0, 1] miizeme vyuZit odhad |f™(z)| < (n—1)! a pomom Véty 9.4
ziskat |RIC(z)] < & — 0, fada tam tedy konverguje k In(1 + z). Tim
napifklad pro = 1 dostaneme In(2) =1 —3+3 — 3 +....

Pro x > 1 neni tézké nahlédnout, Zze fada nekonverguje, absolutni
hodnoty jejich sc¢itanci se totiz blizi +oo.

Pro x € (—1,0) je situace zajimavéjsi: Véta 9.4 umoznuje dokazat, ze
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|RIC(z)| — 0 pro z € [—3,0), ale pro z € (—1,—3) je jeji odhad piflis
slaby. Nicméng i pro z € (—1,—31) Fada T/°(z) konverguje k In(1 + ),
coz lze dokazat napiiklad pouzitim Cauchyho tvaru zbytku. Zkuste si to
sami prepocitat.
Tayloruv polynom lze nékdy vyuzit pii vypoc¢tu limit tvaru lim,_,, % pro
a € R, kde f i g maji limitu 0 pro x — a. Postup spodiva v tom, Ze se citatel
i jmenovatel aproximuji Taylorovymi polynomy v bodé a dostate¢né vysokého
fadu, aby v citateli i jmenovateli byl aspon jeden nenulovy monom. Takové
vyuziti Taylorova polynomu ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 9.10. Chtéjme spocitat lim, .o h(x), kde

W) = sin(x) — x '
(cos(z) — 1)(exp(z) — 1)
Pomoc{ aproximaci sin(z) = z — g—? +o(|z]?), cos(z) = 1 — = + o|z]?) a

exp(z) = 1+ §; + o(|z[) dostaneme

—2 4 o(|z) (L4 o(1))
(=2 +o(|z[2))(x + o(|z]))  —32%(1+o(1))(1 +o(1))’

h(x) =

z ¢ehoz plyne lim, o h(z) = %

Kazdy priklad tesSitelny vyse uvedenou metodou lze v principu také vyfte-
sit opakovanou aplikaci I’'Hospitalova pravidla, protoze koeficienty Taylorova
polynomu odpovidaji derivacim piislusnych radu. Casto je ovSem pouziti Tay-
lorovych polynomt méné pracné nez opakované I’Hospitalizace.
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10 Primitivni funkce

V piedchozich kapitolach jsme se naucili spocitat derivaci dané funkce a vysvét-
lili, Ze derivace udava lokalni rychlost ristu funkce. Nyni se budeme zabyvat
opa¢nym problémem, a sice jak ze zadané derivace zrekonstruovat funkci.

Kupfikladu si predstavme téleso padajici volnym padem. Vime, Ze jeho
rychlost se (pii dostatetném zjednoduseni) neustale zvétSuje konstantnim tem-
pem - je to tedy linearni funkce v zavislosti na ¢ase. Jak na zakladé toho urcit
funkci jeho polohy v zavislosti na ¢ase?

Primitivni funkce nebo také neurcity integrdl je funkce, kterd fesi tento
problém.

Definice 10.1. Necht —oo < a < b < 400 a f: (a,b) = R je dana funkce.
Pokud ma funkce F': (a,b) — Rna (a, b) derivaci a ta se rovna f(z), tj. F'(z) =
f(x) pro kazdé = € (a,b), fekneme, Ze F' je na intervalu (a,b) primitivni funkct
k funkci f.

Véta 10.2 (Primitivni funkce je jednozna¢na az na konstantu). Je-li F(x)
primitioni funkci k f(x) na (a,b), je pro kazdé ¢ € R funkce F(x) + c také
primitioni k f(x) na (a,b). Naopak, jsou-li F(z) a G(x) primitivni k f(x) na
(a,b), existuje konstanta ¢ € R takovd, Ze F(x)—G(x) = ¢ pro kaZdé x € (a,b).

Narozdil od derivace tedy primitivn{ funkce nenf urcéena jednozna¢né. Proto
také nedava smysl mluvit o primitivni funkci v bodé.

Diikaz. Jestlize F'(z) = f(x) na (a,b), pak také (F(z) +¢) = f(z)+0 =
f(z) na (a,b). Naopak, jestlize F'(xz) = G'(x) = f(x) na (a,b), pak (F(z) —
G(z)) = f(x) — f(x) = 0 na (a,b), coz podle Véty 8.12 dava na (a, b) rovnost
F(z) — G(x) = ¢ pro n&jakou konstantu c. O

Mnozina funkci primitivnich k f(x) se oznac¢uje symbolem integralu

/f(x) dx

Fakt, ze F'(x) je primitivni funkei k f(x) znac¢ime jako

/f(a:) do = F(z) + ¢,

kde ¢ je libovolnd redlna konstanta. Napiiklad [ 2? dz = $2® + ¢ na R.
Pokud existuje, je primitivni funkce vzdy spojita (na odpovidajicim inter-
valu) podle Véty 7.7. Ne vidy ale primitivni funkce existuje:
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Priklad 10.3. Funkce f(x) = sgn(z) je definovana na R, ale nema na R pri-
mitivni funkci. Pro spor predpokladejme, ze F' je primitivni k sgn(z) na R.
Funkce F' je tedy spojita zprava v nule a F’'(x) = sgn(z) = 1 pro z > 0. Tedy
lim, o+ F'(xz) = 1 a podle Véty 8.24 mame F’ (0) = 1. To je ale ve sporu s
F' (0) = F'(0) = sgn(0) = 0.

Problémem funkce signum neni nespojitost v nule jako takova, ale to, ze
tam ma jednostrannou limitu odlisnou od funkéni hodnoty. Nyni sestrojime
funkci f: R — R, kterd bude rovnéz nespojita v nule, ale bude piesto mit na
R primitivni funkci F'(x).

Priklad 10.4. Polozime

Fw = {5 TG

Viz Obréazek 10.1. Pak, pro = # 0,
F'(z) = 2zsin(1/2?) — 2 cos(1/x?).
Dale

lim Flo) = F(O) = lim zsin(1/2?) = 0,

x—0 €T — 0 x—0

takze F'(0) = 0. Funkce F(z) je tedy na R primitivn{ k funkei

f(x) = { gscsin(l/xQ) — 2 cos(1/2?) i;«jg

Ale f(z) neni spojita v nule, jednostranné limity lim, ,o+ f(z) neexistuji.

Spojitost tedy neni nutnou podminkou pro existenci primitivni funkce. Je
ovsem podminkou postacujici.

Véta 10.5 (Spojita funkce ma primitivni funkci). Je-li I neprazdny otevienyg
wnterval a funkce f: I — R je na I spojitd, pak md f na I primitiond funkci.

Diikaz. Dokazeme pozdéji pomoci Riemannova integralu. [

Ukazeme, Ze nutnou podminkou pro existenci primitivni funkce je Darbou-
xova vlastnost(t.j. nabyvani vSech mezihodnot). Pf¥ipomenme, Ze kazda spojita
funkce ma Darbouxovu vlastnost. Jak je ovSem vidét na Piikladu 10.4, funkce
muze mit Darbouxovu vlastnost, aniz by byla spojité.

Véta 10.6 (Funkce s primitivni funkci ma Darbouxovu vlastnost). Md-li
funkce f: I — R, kde I = (a,b) je otevieny interval, na I primitivni funkci,
je obraz f(I) téz interval. Funkce f md tedy Darbouzovu vlastnost.
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Obrazek 10.1: Detail grafu funkce F'(z) = 2%sin(1/2?), ktera ma vlastni deri-
vaci v kazdém bodé, ale jeji derivace neni spojita v nule. Viz Ptiklad 10.4.

A
H(z1) |
) =0
I

Obrazek 10.2: Funkce H na intervalu [z, 25| nemize nabyvat minimum v kraj-
nich bodech, musi tedy mit v néjakém vnitinim bodné nulovou derivaci.

93



Diikaz. Necht F' je primitivni funkei k f na intervalu I a ¢ € R je éislo lezici
mezi dvéma hodnotami funkce f, to jest f(z1) < ¢ < f(x2), kde z1, x5 jsou dva
rizné body z I. Budeme ptfedpokladat, ze x1 < x9, pro xy > x5 se nasledujici
argument jednoduchym zptisobem upravi (misto minima uvazime maximum).
Uvazme minimum funkce

H(z) = F(x) —cx

na intervalu [xy, z5]. Jelikoz F' je spojita na intervalu I (protoze je to primitivni
funkce), je funkce H na I, a tedy i na intervalu [zq, 22| rovnéz spojita. Navic
je [z1, xo] kompaktni interval, takze dle Véty 6.8 na ném H nabyva minima v
néjakém bodé x* € [z1, x5].

H méa na [ derivaci

H'(z) = f(z) —c,
takze H'(z1) = f(x1) —c < 0 a H'(z2) = f(x2) — ¢ > 0. To znamena, ze pro
malé 6 > 0 plati, ze kazdé = € (z1,21 + J) splimje H(z) < H(x;) a kazdé
x € (x9 — 6,x9) spliiuje H(z) < H(xq). Krajni body z; a xs tedy nejsou body
minima a z* € (x,z5). Pak (Véty 8.6) nutné H'(z*) = 0, ¢li

f@?) = e=0

a f(z*) =c. Cislo ¢ je tedy také hodnotou funkee f a proto f zobrazuje I opét
na interval. O

Pocéitani primitivnich funkci

Na rozdil od derivaci neexistuji univerzalni vzorecky pro vypocet primi-
tivnich funkei pro vSechny aritmetické operace. Pouze pro séitani (odéitani) a
nasobeni konstantou.

Véta 10.7. Necht F je primitivnd funkei k f a G je primitiond ke g na intervalu
I aa,p €R. Pak je funkce aF + BG na intervalu I primitivni k of + Bg.

Diikaz. Tvrzeni snadno ovéiime zderivovanim: (aF + SG) = af + Bg. O

Zadn4 univerzalni technika pro vypocet primitivni funkce neexistuje (viz
nésledujici flowchart). Naopak, existuji funkce, které sice primitivni funkei
maji, ale nelze ji ani vyjadrit obvyklymi prostiredky.

Pozndmka (Neelementarni primitivni funkce). Existuje mnoho funkci jejichz
primitivni funkce existuje, ale nent elementdrni, tj. nelze vyjadrit pomoci do-
sud zavedenych funkei (jako kone¢nou kombinaci polynomii, exponencialy, go-
niometrickych funkei a funkei k nim inverznich). Priklady takovych funkei za-

fL‘2 . . e, ~
hrnuji napitklad =, e=z, V1 —z%, sin(z?). Tyto funkce jsou spojité, takze
dle Véty 10.5 jejich primitivni funkce existuje.

Uvedeme dvé zakladni pocetni techniky pro urceni primitivni funkce. Prvni

z nich je odvozena ze vzorce pro derivaci slozené funkce a druhé ze vzorce pro
derivaci soucinu.
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Véta 10.8 (O substituci). Budte ddany funkce ¢: (o, 5) — (a,b) a f: (a,b) —
R, pricemz ¢ md na (o, ) vlastni derivaci. Necht je funkce F': (a,b) — R na
intervalu (a,b) primitioni k funkci f. Pak na intervalu (o, B) plati, Ze

[ He®) - 0) de = Plote) + e
Diikaz. Staci zpétné precist vzorec pro derivaci slozené funkce:

(F(e(t)) = F'(o(t) - ¢'(t) = fe(t) - £ (B),
takze funkce F'(p(t)) je na («, 8) primitivni k f(p(t)) - ¢'(t). O

Vzorec pro derivaci slozené funkce 1ze pro vypocet primitivni funkce pouzit
i v opac¢ném sméru.

Véta 10.9. Necht je funkce G: (o, f) — R na intervalu (o, B) primitivng

k funkei f(p(t))-¢'(t) a navic plati, Ze o((a, B)) = (a,b) a ¢ md na (a, B)
nenulovou vlastni derivaci. Pak na intervalu (a,b) plati, Ze

/}@wmzaw*m»+a

Piidany predpoklad o derivaci ¢ zajisti, Ze ¢’ neméni na celém («, 5)
znaménko (protoze dle Véty 10.6 ma ¢’ Darbouxovu vlastnost), a tudiz
je ¢ prosta (rostouci nebo klesajici) na («, 5) a ma tedy inverzni funkci.

Typickym piikladem vyuziti tohoto typu substituce je vyuziti substi-
tuce x = sint pro pii vypoctu [v1 —a? dz. Z Véty 10.9 plyne, Ze staci
spocist primitivni funkci

/\/1—Sin2tCOStdt:/COS2tdt...

(zbytek vypoctu ponechavame jako cviceni) a do nalezené funkce dosadit
t = arcsin x.

Priklad 10.10. Necht
/f(a:) dx = F(z) + ¢
na intervalu I a a,b € R, kde a # 0. Pak, podle predchozi véty,

F(az +b)
=Ty
a

/fcwc—l—b /faac+b (az +b) dx
Véta 10.11 (Integrace per partes). Necht jsou funkce f a g spojité na intervalu
(a,b) a funkce F' a G jsou k nim na (a,b) primitivni. Potom i funkce fG a Fg
maji na (a,b) primitivnd funkce a na (a,b) plati identita

/f dx+/F( \9(z) dz = F(z)C(x) + ¢,
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tj. soucet funkce primitivni k fG a funkce primitivni k Fg je aZ na aditivni
konstantu roven funkci FG.

Dikaz. Funkce fG a Fg jsou na (a,b) spojité a existence funkci k nim primi-
tivnich plyne z Véty 10.5. Identita vyplyva z Leibnizovy formule pro derivaci
soucinu: 7

(FG) = fG+ Fyg
plyne, ze F'G je na (a,b) primitivni k fG + Fg, takze

/f(l”)G($) dl”+/F($)9(ﬂf) dv = /(f(x)G(ﬂf)JrF(ﬂ?)g(x)) d
= F(z)G(z) +c.
0

Pokud tedy zname primitivni funkei [ F(z)g(z) dz, mizeme vypocitat i
primitivn{ funkei [ f(z)G(z) da:

/ f(2)G(z) dv = F(x)G(x) — / F(2)g(x) dz.

Uvedeme dva piiklady integrace per partes (neboli ,po ¢astech®). V obou
pracujeme na celém R.

Priklad 10.12. Abychom spocetli
/ e’sinx dr,
opakované piSeme e” jako (). Tedy
/exsinx dr = e"sinx — /e”” cosz dx

= e’sinx — (em cosx — /ex(— sin x) dx) :

Odtud dostavame rovnici
2/636 sinz dr = e*(sinx — cosz) + ¢,

takze

2

(Protoze ¢ je libovolna konstanta, vydélenim dvéma dostaneme opét libovolnou
konstantu. Neni tedy nutné ani ucelné psat c¢/2.)

. ef(sinx — cosx
/exsmxdx: ( >—|—c.
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Priklad 10.13. Pro n € N ozna¢me

[ - /d_l‘
(14 22)n
1

ProtoZe ; T je derivace funkce arctan xz, médme I; = arctanx + c¢. Odvodime
rekurentni vzorec pro primitivn{ funkce I,,. Funkci (1 + 2?)™" napiSeme jako
o' (1+ 2%)™". Takze

I T / —2nx
n pr— —_—_— (L‘ - —_——
(1 _|_I2>n (1 _|_x2)n+1

- ﬁ””/ (<1+1x2>n - <1+;2>"“) v

x

Dostavame rekurenci

1
Lnsr = _ 4 (1—1/2n)T,.

2n(1 + 22)

Odtud mame [, = arctanx + ¢, I, = m + % arctan z + ¢ atd.

Sirokou t¥idou funkci, pro které umime vzdy spocist primitivni funkci jsou
raciondlni funkce.

Definice 10.14 (Racionalni funkce). Raciondlni funkce je funkce, kterou lze
vyjadrit jako podil dvou polynomii (pfi¢emz polynom ve jmenovateli neni iden-
ticky nulovy).

Véta 10.15. Primitivni funkci kaZdé raciondlni funkce lze vyjddiit pomoct
elementdrnich funkct, konkrétné raciondlnich funkct, logaritmu a arkustangens.

Lze ukézat, 7ze raciondlni funkci lze vzdy rozlozit na takzvané parcidglni
zlomky, a tim hledani primitivni funkce racionalni funkce viceméné zredukovat
na vypocet primitivnich funkci racionalnich funkci v nasledujicim tvaru:

1
m ICGN,CGR a
1

Primitivni funkce druhého typu jsme odvodili v Piikladé 10.13. Primitivni

funkei prvniho typu je logaritmus (pro k& = 1), nebo racionélni funkce.
Metodu rozkladu na parcialni zlomky nebudeme dokazovat a uvadét ve vsi

obecnosti, ale na cviceni se naucite, jak funguje v jednoduchych piipadech.
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11 Urcity imtegral
Nejpodstatnéjsim vyuzitim primitivnich funkei je vypocet urcitého integrdlu.
Ten slouzi k pocitani ploch, objemii, energie a prace a dalsich fyzikalnich veli-
¢in, pro odhadovani konec¢nych i nekone¢nych souctu atd.

My si predstavime dvé metody vypoctu urcitého integralu: Newtonuv inte-
gral a Riemanniv integral. Za¢neme s Newtonovym integralem, jehoZz vypocet
je zaloZzen na nam uz zndmém pojmu primitivni funkce.

Definice 11.1. Piedpokladejme, 7Ze mame dano a,b € R, kde a < b. Funkce
f:(a,b) — R méa na intervalu (a,b) Newtoniv integrdl, kdyz ma na (a,b)
primitivni funkci F' a ta ma vlastni jednostranné limity

F(a™) = lim F(z) a F(b")= lim F(x).
z—at z—b~
Symbolem [F)? ozna¢me rozdil F(b™) — F(a™). Newtontiv integrdl funkce f na
intervalu (a, b) pak definujeme jako

T—b— z—at

b
(N)/ f(x)dr :=[F?=F(b") - F(a*) = lim F(z) — lim F(z).

Protoze kazdé dvé funkce primitivni k f na (a,b) se lisi jen o aditivni konstantu,
rozdil limit F'(b~) — F'(a™) na volbé F nezavisi a definice Newtonova integralu
je korektni.

T#idu newtonovsky integrovatelnych funkei znac¢ime

N(a,b) = {f: f mé& na (a,b) Newtoniiv integral}.

Pokud je integra¢ni proménnd jasna z kontextu, ¢asto misto (V) fab f(z)dx
piseme jen (V) fab f.

Nékdy je vhodné uvazovat i hodnoty (N) fab f(z)dx pro a = —oo nebo
b = +o00. VySe uvedena definice se d4 na tyto piipady aplikovat beze
zmény, ovsem my se pro jednoduchost v tomto textu omezime na piipady,
kdy (a,b) je omezeny interval. Také je mozné uvazovat nevlastni hodnoty
integralu, kdy pripustime moznost, Zze F(b~) nebo F(a™) maji hodnoty
+00, za predpokladu, Ze rozdil F(b™)—F(a™) je definovan. Ani této situaci
se zde ovSsem nebudeme podrobnéji vénovat.

Tvrzeni 11.2. Je-li funkce f: [a,b] — R spojitd, pak (N) fab f(x) dx existuje.

Diikaz. P¥ipomenime (stale jesté nedokazanou) Vétu 10.5 z minulé prednasky,
ktera tika, ze pokud je funkce spojitd na otevieném intervalu I, tak tam ma
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primitivni funkeci. Funkei f, ktera je zatim definovana pouze na intervalu [a, bl
muzeme spojité dodefinovat na celé R, napiiklad tak, ze pro kazdé = < a po-
lozime f(z) := f(a) a pro kazdé x > b polozime f(x) := f(b). Takto rozsifena
funkce f je spojitd na R a dle vySe uvedené véty ma na R primitivni funkeci F.
Tato funkce F je nutné Spojita (viz Véta 7.7), plati tedy pro ni F(a™) = F(a)
a F(b™) = F(b), a tudiz ( f f(x)dr = F(b) — F(a). O

V predchozim tvrzeni je potifeba pfedpokladat spojitost f na uzavieném
intervalu [a, b]. Pouhda spojitost f na (a,b) nezarucuje existenci urcitého inte-
gralu, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 11.3. Necht f(x) = 1/z a uvazujme ( fo x)dx. Funkce f ma
primitivni funkci F(x) = In(x), kterd ma v nule zprava hmltu —00, neexistuje
tedy (vlastni) urcity integral (V) fol f(x)dx

Spojitost f na [a,b] je postacujici k existenci (V) fab f, neni v8ak nutna.
Dokonce ani omezenost f na (a,b) neni pro existenci Newtonova integralu
nutnd, jak ukazuje dalsi priklad.

Priklad 11.4. Funkce f( ) =1/y/x mana (0, 1) primitivni funkci F(z) = 2/z.
Mame tedy (N fo r)dr = [24/7]} = 2.

Protoze vypocet Newtonova integralu je zalozen na znalosti primitivni
funkce, miizeme metody pro vypocet primitivnich funkci, jako napi. per par-
tes nebo substituce, upravit na metody pro vypocet Newtonova integralu. Pro

konkrétnost si zformulujeme, jak se pomoci téchto metod d4 Newtoniiv integral
spocitat.

Véta 11.5 (Per partes pro ur¢ity integral). Necht f a g jsou dvé funkce spojité
na [a,b]. Necht maji f a g na (a,b) primitivni funkce F' a G, které lze spojité
roz$irit na [a,b]. Potom ezistuji oba urcité integrdly (N) fab fG a (N) f; Fga

plati . .
S R

Diikaz. Existence (N) ff fGa (N) f; Fg plyne 7z Tvrzenf 11.2. Ozna¢me L(x)
primitivni funci k fG a P(z) primitivni funkei k F'g na intervalu (a, b). Pravidlo
per partes pro neurity inegral (Véta 10.11) dava vztah L(z) = F(z)G(x) —
P(z) na (a,b). Z néj ihned plyne

N) [ 46 = (Ll = 1FG - Pl = [FG, - [Pl = [FG — (V) [ Fy. O

Pro formulaci nasledujici véty je dobré zavést nasledujici konvenci: pokud
a < b, tak vyraz (N) [, f definujeme jako —(N) f; f a podobné [F]¢ polozime
rovno —[F]%. Dale definujeme (N) fbbf := 0 pro libovolné b a f. Pro interval
J C R oznacujeme pojmem wvnilfek J mnozinu vnitinich bodu J, tj. otevieny
interval vznikly odstranénim piipadnych krajnich bodu J.
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Véta 11.6 (Substituce pro urcity integral). Necht ¢: [a, f] — R je spojitd
funkce, kterd md ve vSech bodech otevieného intervalu (o, B) vlastni derivaci.
Oznacme J = ¢((a, 8)) = {¢(t); t € (o, B)}. Ze spojitosti ¢ na |o, B] plyne,
Ze J je omezeny interval'. Necht f je funkce spojitd na J a newtonovsky inte-
grovatelnd na vnittku J. Potom

B »(B)
(V) / F(o(t) 2 (B)dt = () / f(x) d, (11.1)

specidlné tedy levd 1 pravd strana existuje.

Viimnéte si, Ze na pravé strané rovnosti (11.1) nemusi integra¢ni meze
splhovat nerovnost ¢(a) < () — muze se stat, ze dolni mez bude vétsi nez
horni, ptipadné Ze se meze budou rovnat. V takovych pfipadech uplatnime
konvenci zminénou pied znénim véty.

Interval J ve Vété 11.6 muze byt otevieny, uzavieny, nebo polootevieny.
Napiiklad funkce sin(t) zobrazi otevieny interval (0, 7) na polootevieny inter-
val (0, 1].

Zduraznéme, ze ve Vété€ 11.6 je nutno ovérit predpoklady pro f na ce-
lém intervalu J, ktery miize byt vétsi nez interval ohrani¢eny hodnotami ¢(«)
a p(B). Nestaci tedy kontrolovat predpoklady pro f jen na intervalu ohranice-
ném integra¢nimi mezemi na pravé strané (11.1).

Pro vypocet integralu pomoci Véty 11.6 neni vzdy nutné piesné spocitat
krajni body J, sta¢i predpoklady f ovérit na néjakém intervalu, ktery obsa-
huje J: naptiklad pokud je f spojita na celém R, tak je automaticky spojita
na J a dle Tvrzeni 11.2 je i integrovatelna na vnitiku J.

Vsimnéte si, ze Véta 11.6 pfipousti i moznost, ze ¢(«) nebo (/) nepatii
do J, vétu lze tedy vyuzit napt. i v situaci, kdy f neni definovanéa v bodé p(«)
nebo ¢(3). Napiiklad pomoci substituce x = ¢(t) := sin(t) lze odvodit rovnost

™2 cos(t) B L
(N) /_ﬂ/2 /1 —sin(t) dt = (N) /_1 vii—z @,

prestoZe integrované funkce nejsou definované v bodé t = 7/2 resp. x = 1.

Pro ovéfeni piedpokladi sta¢i nahlédnout, ze ¢(tf) = sin(t) je spojitd na
la, ] = [—7/2,7/2] a diferencovatelna na (—m/2,7/2), a pak zkontrolovat,
ze f(x) = \/1177 je spojita a integrovatelna na J = sin((—n/2,7/2)) = (—1,1)

(zkontrolujte samil).

Na druhou stranu, pokud ¢(«) nebo () patii do J, nebo obecnéji pokud
J obsahuje krajni body, nesmime pii pouziti Véty 11.6 zapomenout ovérit
(jednostrannou) spojitost f v krajnich bodech J. Pfedchozi ptriklad nelze napt.
modifikovat takto:

T cos(t) 7

S|
(N) _Wmdt—(]\f)/o ﬁd:ﬂ:o, (11.2)

! Pro pfipomenuti: spojita funkce zobrazi interval na interval podle Diisledku 6.5 a spojita
funkce je na kompaktnim intervalu omezené podle Véty 6.8.
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Obréazek 11.1: Grafy funkei —28__ (Gervend) a cos(t)+/1 — sin(t) (modie).
y TG ( ) (t) (t) ( )

1—sin(t

1
Vi—x
neni spojita (ani definovand) v bodé x = 1. Ve skute¢nosti integral na levé

strané (11.2) neni definovan: d& se ukazat, Ze integrovana funkce neni na
(—m, m) darbouxovskd a nemé tam tedy primitivni funkei (viz Obrazek 11.1).

protoze sin(t) zobrazi interval (—m,7) na J = [—1,1] a funkce f(z) =

Naopak zcela korektni je nasledujici vypocet, zalozeny na stejné substituci
x = sin(t):

(N) /ﬂ cos(t)y/T — sin(t)dt = (N) /00 Vi—zdr—=0.  (1L3)

—Tr

Tentokrat, na rozdil od pfedchoziho piikladu, uvazujeme funkci f(z) =
V1 — z, kterd je spojitd na celém intervalu J = [—1, 1] v&etné krajnich
bodu (a tudiZ je i integrovatelna na (—1,1), viz. Tvrzeni 11.2), v8echny
predpoklady Véty 11.6 jsou tedy splnény.

Diikaz Veéty 11.6. Ozna¢me (a, b) vnitiek intervalu J. Dle pfedpokladu je
funkce f newtonovsky integrovatelné na (a, b), tj. f mé na (a, b) primitivni
funkci F', ktera ma navic v a i v b vlastni jednostranné limity. Dodefinujme
F v bodech a a b pomoci téchto limit tak, ze F' bude spojita na |[a, b], tj.
F(a) :==lim,_,ot F(z) a F(b) := lim,_, F(x).

Ze spojitosti F' na [a, b] plyne, ze prava strana (11.1) je rovna F'(¢(3))—
F(p(a)). UkdZeme nyni, ze stejnou hodnotu méa i leva strana. Nejprve
ukazme, ze funkce F'(¢(t)) je na intervalu (a, f) primitivni funkei k funkei
fle()¢'(t), tj. ze pro t € (o, B) plati F(p(t)) = f(p(t))¢'(t). Pokud
©(t) € (a,b), plyne tento vztah z toho, ze F je primitivni funkce k f na
(a,b), a z véty o derivaci slozené funkce.

Slozit&jsi je situace, kdyZ ¢(t) nepatii do (a,b). V tom piipadé je o(t)
krajni bod J, tj. bud ¢(t) = a, nebo p(t) = b. Predpokladejme napiiklad,
ze o(t) = a, druhy pfipad je obdobny. J je tedy rovno bud [a,b), nebo
[a, b].
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Protoze a € J, predpoklady véty zarucuji, Zze f je spojita zprava v a.
Rozmysleme nejprve, 7e F' ma v bodé a derivaci zprava rovnou f(a): to
plyne ze spojitosti F na [a,b] a ze spojitosti f na J, pouzitim Véty 8.24:

Fila) = lim F(z) = lim f(z) = f(a).

Kdyby F méla v bodé a = ¢(t) derivaci rovnou f(a) = f(p(t)), mohli
bychom ihned odvodit, ze F(p(t)) = f(p(t))¢'(t) podle véty o limité slo-
zené funkce. Derivace F je ovSem jen jednostranné (zprava), na coZ nase
véta o limité slozené funkce nepamatuje. Neformalné feceno, jednostran-
nost derivace F' tu nemuze nijak vadit, protoze ¢ ma na okoli ¢ jen hodnoty
z pravého okoli bodu a (protoze a je levy krajni bod J), takze chovani F
na levém okoli @ nemuze hodnotu F(¢(t))" nijak ovlivnit. Abychom for-
méalné obesli technicky problém s jednostrannosti derivace F', dodefinujme
tedy funkci F' na levém okoli bodu a libovolné tak, aby i derivace F' v bodé
a zleva byla rovna f(a). Po tomto dodefinovani, které nemé zadny vliv
na hodnotu F(p(t))’, uz mizeme pouzit vétu o derivaci slozené funkce a
dostaneme ocekavany vysledek F'(p(t)) = f(p(t))¢'(1).

Dokézali jsme tedy, ze F'(¢(t)) je na intervalu («, §) primitivni funkce
k funkci f(@(t))¢'(t). Leva strana (11.1) je tedy rovna [F(p(t))]2. Ze
spojitosti F' na [a,b] a ze spojitosti ¢ na [a, 3] plyne, Ze [F(¢(t))]? =

«

F(p(B)) — F(¢(a)), coz jsme chtéli dokazat. O

Nyni zavedeme jiny druh integralu, takzvany Riemanniv integral, jehoz
definice je motivovana snahou formalné zadefinovat plosny obsah oblasti ohra-
ni¢ené grafem funkce f a osou z. Pro nezapornou spojitou funkei f: [a,b] —
[0, 400) definujme nasledujici rovinny atvar (viz Obrazek 11.2):

Ula,b, f) ={(z,y) e R*: a <2 <b,0<y < f(x)}.

Riemannova definice plogného obsahu U(a, b, f) je zalozena na néasledujici
uvaze: kdyby funkce f byla po ¢astech konstantni, tj. kdyby [a, b] bylo mozné
rozdélit na kone¢né mnoho intervalua tak, aby f byla na kazdém z nich kon-
stantni, tak U(a, b, f) bude vypadat jako sjednoceni koneéné mnoha obdélniki
priléhajicich stranami. Pro takovou oblast lze obsah snadno spocitat jako sou-
¢et obsahi jejich obdélniki.

Co kdy7 f neni po ¢astech konstantni? Pak miizeme uvéazit libovolnou dvo-
jici po ¢astech konstantnich funkci ¢=, g7 : [a, b] — R spliwjicich = < f < g+
na [a,b]. Protoze U(a,b,g7) C U(a,b, f) C U(a,b,g"), je obsah U(a,b, f)
aspon tak velky jako obsah U(a,b,g~) a zaroven nejvys tak velky jako obsah
Ula,b,g"), viz Obréazek 11.2.

Nyni mazeme vzit supremum obsaht U(a, b, g~) pfes mozné volby g—, ¢imz
ziskame dolni odhad na obsah U(a,b, f), a podobné vezmeme-li infimum pies
mozné volby ¢*, ziskdme horni odhad. Pokud se horni a dolni odhad rovnaji,
muzeme jejich spole¢nou hodnotu definovat jako obsah U(a, b, f).
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1.

a 'bV

.bV

Obrazek 11.2: Oblast U(a,b, f) pod grafem funkce f (vlevo), a Riemannova
metoda odhadu jejiho plosného obsahu zdola (uprostied) a shora (vpravo).

a b a

Popisme si nyni cely tento postup presnéji. Pro ucely nasledujici definice
uvazujme f jako libovolnou (tedy ne nutné nezapornou) funkci definovanou na
intervalu [a, b]. Tam, kde graf funkce f lezi pod osou z, budeme na oblast mezi
grafem a osou x pohlizet, jako by méla zaporny obsah.

Definice 11.7 (Riemanniiv integral). Necht —oco < a < b < +o0 jsou dvé
realnd Cisla. Konecna (k + 1)-tice boda D = (ag, a1, ..., ax) 7z intervalu [a, b je
jeho délenim, pokud

a=aqy<ar<ay<---<a;=n>o.

Tyto body déli interval [a, b] na intervaly I; = [a;, a;41]. Délku intervalu ozna-
¢ime pomoci absolutni hodnoty: |I;| = a;41 — a; a |[a,b]| = b — a. Pro funkei
f:la,b] = R a déleni D = (ag,ay,...,a;) intervalu [a,b] definujeme dolni,
respektive horni, Riemannovu sumu jako

k-1 k—1
s(f.D) = _|Lilmi, respektive S(f, D)= |L|M;
i=0 =0

kde m; = inf{f(z); x € I,} a M; =sup{f(z); = € I;}.

Tyto soucty jsou vzdy definované, s(f, D) € RU{—o0} a S(f,D) € RU
{+0o0}. Dolni, respektive horni, Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a, 0]
definujeme jako

b b
/ f= / f(x)dz = sup{s(f,D): D je déleni [a,b]},

respektive
5
/f:/f(x)dx:inf{S(f,D):Dje délent [0, b]}.

Tyto vyrazy jsou opét vidy definované a mame fff, fff € R* = RU{—o0, +oo}.
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Rekneme, 7e funkce f: la,b] — R ma na intervalu [a, b] Riemanndv integrdl,
pripadné 7e je riemannovsky integrovatelnd, pokud

b b
/f(x)dx:/f(x)deR.
Tuto spole¢nou konec¢nou hodnotu, kdyz existuje, zna¢ime

/abf(:v) dw—/abf

a nazyvame Riemannovym integralem funkce f na intervalu [a, b]. T¥idu v8ech
riemannovsky integrovatelnych funkci oznacujeme

Rla,b] :={f: f je definovana a riemannovsky integrovatelna na |[a, b]}.
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12 Vlastnosti Newtonova a Rie-
mannova integralu

V této kapitole se nejprve podrobnéji podivame na vlastnosti Riemannova
integralu a poté na jeho souvislost s Newtonovym integralem.

Kdy7 funkce f: [a,b] — R neni omezené, potom nemé na [a, b] Riemanniv
integral, jak ukazuje nasledujici piiklad.
Priklad 12.1. Uvazme funkci f(x) = 1/z, pro kterou dodefinujeme f(0) =
a zkoumejme jeji Riemanniv integral na intervalu [0, 1]. Protoze f neni shora
omezené, tak v kazdém déleni D intervalu [0, 1] bude aspon jeden interval I; na
némyz je sup{ f(z); « € I;} = +oo (konkrétné v nagem p¥ipadé tam bude prave
jeden takovy interval, a to ten nejlevéjsi). To znamen4, ze horni Riemannova
suma S(f, D) je rovna 400 pro kazdé déleni D, a tedy foll/x dr = +00. Z toho
plyne, ze Riemannuv integral neexistuje.

Pro zajimavost najdéme jesté dolni Riemannuv integral funkce 1/z. De-

finujme déleni D,, = (0, 5%, 557, .- -, 3,3, 1), které déli interval [0, 1] na

podintervaly Iy = |0, 2n] I = [2n, in sty e, I = [ﬁ, 2"1 ]y ey Iy =
3,1]. Plati |Io| = 5~ a pro i > 1 mame |[;] = 52+r. Protoze funkce

f(x) = 1/z je klesajici, nabyva na intervalu I; svého minima v pravém
krajnim bodé, v némz méa hodnotu m; = 2"~". Ptislu$na dolni Riemannova
suma je tedy

Z’]|m1__2n+22n1z+12n Z:1+§

Mame tedy lim,, , s(f, D,) = +00, a tedy dolni Riemannovy sumy jsou
shora neomezené. Tudiz foll/x dr = +00.

Argument z pfedchoziho piikladu ukazuje, ze pokud je funkce f na néja-
kém intervalu [a, b] neomezena, nemiZe tam byt riemannovsky integrovatelna.
Existuji ovsem i funkce, které jsou omezené a pfitom nejsou riemannovsky
integrovatelné, jak ukazuje dalsi priklad.

Priklad 12.2. Dirichletova funkce f: [0,1] — {0,1} definovana

)1 aeQ
f@_{o o eR\Q,

je zjevné omezena. Nemé ale Riemanniiv integral, protoze kazdy interval
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nenulové délky obsahuje jak racionalni, tak iracionéalni ¢islo. Pro libovolné
déleni D tedy mame s(f, D) =0a S(f, D)= 1. Tudiz

/Llf:0<ff:1.

Pi#imo z definice Riemannovych sum plyne, Ze dolni Riemannova suma je
mensi nebo rovna horni Riemannové sumé téhoz déleni. Totéz platii pro horni
a dolni Riemanniiv integral.

Véta 12.3. Nechl f: [a,b] = R je funkce, D" a D jsou délent intervalu |a, b].
Pak plati

s(f, D) < /Lbf Sff < S(f,D').

Ndastin dikazu. Pro dvé déleni D a D’ uvazme jejich spoleéné zjemnéni D",
coz je déleni, jehoz mnozina délicich bodi je sjednoceni mnozin délicich bodi
D a D'. Tim padem libovolny interval déleni D, jakoz i libovolny interval
déleni D', 1ze vyjadrit jako sjednoceni jednoho nebo vice intervala D”. Snadno
pak nahlédneme, Ze plati

s(f, D) < s(f,D") < S(f,D") < S(f, D),
z ¢ehoz vyplyva dokazovana véta. 0

Priklad 12.4. 7 definice Riemannova integralu spocteme, ze

1
/ xdr=1/2.
0

Pron =1,2,... uvazujme déleni D,, = (0, %, %, ..., 1). Pak

n

s(f,D,J:Zl(i_l) 041424+ (n— 1)

n

i=1 n
a podobné
"1/
S(f; Dn) = Zg(g) =n 2 (1+2+---+n)
=1
Protoze ] 1
lim s(f, D,) = lim (n="1n — =1/2
n—oo n—oo
a, zaroven ( N1
. . n(n+
dop, SU Do) =l =5 a = 12

z nerovnosti v piedchozi vété dostavame, ze folf = folf =1/2, a tedy fol rdr =
1/2. o
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Nyni uvedeme charakterizaci riemannovsky integrovatelnych funkei.
Véta 12.5 (Kritérium integrovatelnosti). Necht f: [a,b] — R. Potom
feRla,b <= Ve>03D:0<S(f,D)—s(f,D) <e.

Jingmai slovy, f md Riemanniv integrdl, prave kdyz pro kazZdé ¢ > 0 je pro
néjaké deleni D intervalu |a,b] odpovidajici horni suma o méné nez e vetsi nez
odpovidajici dolni suma.

Nastin dikazu Véty 12.5. Pokud f € Rla,b], tak pro kazdé € > 0 existuje
déleni D spliujici s(f, D) > f;f —¢/2 a déleni D' spliujici S(f, D") <
ff f+e/2. Jejich spole¢né zjemnéni D” definované jako v dikazu Véty 12.3
pak splni 0 < S(f, D") — s(f,D") < e.

Naopak, pokud f & R[a, b], tak dolni integral f se od horniho integralu
f lisi o néjakou kladnou konstantu e, a pak pro libovolné déleni D plati
S(f,D)—s(f,D) > e. O

Z tohoto kritéria lze odvodit riemannovskou integrovatelnost dvou dulezi-
tych t¥id funkci — spojitych a monotonnich.

Véta 12.6 (Monotonie = integrovatelnost). Je-li funkce f: [a,b] — R na
intervalu [a, b] nerostouci nebo neklesajici, potom md Riemanniv integrdl.

Diikaz. Necht f neklesa (pro nerostouci f se argumentuje podobné). Pro kazdy
podinterval [, 8] C [a,b] pak mame infy, 5 f = f(a) a supy, g f = f(B). Bud

déno € > 0. Vezmeme libovolné déleni D = (ag,aq,...,a;) intervalu [a,b] s
a;y1 —a; < e pro kazdé : =0,...,k — 1 a mame
k-1
S(f,D)—s(f.D) = > (a1 — a;)(sup f — inf f)
i=0 fi i
k—1
= Z(aiJrl — a;)(f(ai+1) — f(as))
i=0

< Y (o) - Fla)
(o) — fla)) = £(F(b) — F(a))

Tuto mez Ize zmenSovanim e uéinit libovolné malou. Podle kritéria integrova-
telnosti tedy f € Rla, b]. O

Véta 12.7 (Spojitost = integrovatelnost). Je-li funkce f: [a,b] — R na in-
tervalu [a, b] spojitd, potom md Riemanniv integrdl.

Tuto vétu nebudeme dokazovat, protoze na ni nezname potfebné ingredi-
ence.
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Touto chybéjici ingredienci je silnéjsi podoba spojitosti. Pro pfipomenuti,
funkce f je spojitd na intervalu I, pokud je spojita v kazdém bodé [
(pfipadné jednostranné v krajnim bodé). To lze formélné zapsat takto:

VeelIVe>030>0Ve e INU(x,9): |f(2) — f(x)] <e.
f{ekneme, ze funkce f je steynomérné spojitd na intervalu I, pokud
Ve>030>0Vz eIV e INU(x,9): |f(2') — f(x)] <e.

U stejnomérné spojitosti se tedy pozaduje, aby pro dané ¢ > 0 jediné
0 > 0 fungovalo pro vSechny volby x z I, zatimco u obycejné spojitosti
muze 0 zaviset na € i na x.

Stejnomérnd spojitost implikuje trivialné spojitost, ale naopak to ne-
plati. Napiiklad funkce f(z) = 1/z je na intervalu I = (0, 1) spojit4, ale
neni stejnomérné spojita: méame-li dano napiiklad € = 1, tak pro libo-
volné § > 0 mizeme uvazit « := 0 a vidime, Ze f neni na U(x,0) = (0, 20)
omezend, a tedy existuje ' € U(x,J), pro néjz |f(z') — f(z)| > 1 =«.

Na kompaktnim intervalu I (tj. intervalu typu [a,b] s —0o < a < b <
+00) v8ak nastésti oba typy spojitosti splyvaji.

Véta 12.8 (Na kompaktu: spojitost = stejnomérné spojitost). Je-li funkce
f na kompaktnim intervalu I = [a,b] spojitd, je na ném stejnomérné spo-
Jitd.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze f: I — R je spojitd na intervalu
I, ale Ze neni na [ stejnomérné spojita. Negace stejnomérné spojitosti
znamena, ze

>0V >03x el e InNU(x,d): |f(z)— f(2')] > e

To znamend, 7e pro § = 1/nan = 1,2,... existuji body z,,z!, € I, 7e
|z, — 2| < 1/n, ale |f(x,) — f(2),)| > €. Diky Bolzanové-Weierstrassové
vété vime, ze posloupnost (z,,) ma konvergentni podposloupnost (z,, )32,
s limitou o € I. Pro usnadnéni zapisu bez jmy na obecnosti piedpo-
kladejme, ze uz puvodni posloupnost (x,) byla zvolena tak, aby méla
limitu a.

Protoze zaroven plati
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tak z Véty o dvou policajtech plyne, ze i (z])) ma limitu «. Ze spojitosti

f v bodé a € I (pripadné jednostranné, pokud je o krajni bod I) plyne
lim f(z,) = lim f(z;) = f(e),

n—0o0 n—oo

a specialné tedy |f(z,) — f(z},)| = 0 pro n — oo. To je ale spor s tim, ze
|f(z,) — f(xl)]| > € pro kazdé n. O

S touto znalosti je uz dikaz Véty 12.7 velmi podobny ditkazu Véty 12.6.
Diikaz Veéty 12.7. Necht je f na [a,b] spojita, a tedy podle Véty 12.8 i
stejnomérné spojita. Bud dano ¢ > 0. Ze stejnomérné spojitosti plyne, ze
existuje § > 0 takové, ze jakmile jsou z,z’ € [a,b] blize nez ¢, tak plati
|f(z)— f(z)'| <e.Jinymi slovy, pro kazdy podinterval [a, 5] C [a, b] délky

mensi nez 0 plati

sup f — inf f <e.
[f] [l

Pro jakékoli déleni D = (ag, ay, ..., ax) intervalu [a, b] spliwjici a; 1 —
a; < 6 pro kazdé i =0,...,k — 1 tedy plati

k—1

(D) =s(f:D) = D (a1 —a)(sup f —inf f)

Tuto mez lze zmensovanim ¢ udinit libovolné malou. Podle kritéria inte-
grovatelnosti (Véta 12.5) tedy f € R|a,b]. O

Dvé zakladni véty analyzy davaji Riemanniiv integral do souvislosti s pri-
mitivni funkci a Newtonovym integralem. Neformélné feceno, prvni véta iika,
ze primitivni funkci Ize (za uréitych podminek) spocitat pomoci Riemannova
integralu.

Véta 12.9 (1. zékladni véta analyzy). Necht f € Rla, b a funkce F': [a,b] — R
necht je definovdna predpisem

Flz) :/ ()t
Potom
1. F je na [a,b] spojitd a

2. v kaZdém bodé spojitosti xy € [a,b] funkce f existuje vlastni F'(xy) a
F'(x9) = f(xo) (plati to jednostranné, pokud xo = a nebo xy =b).
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Diikaz. Necht ¢ > 0 je horni mez pro hodnoty |f(z)], a <z <b (f je integro-
vatelna a tedy omezend). Pro kazdé dva body z, zq € [a, b] méme

LA A

podle definice F, linearity | v integra¢nich mezich a odhadu | horni sumou
pro déleni (zg,z) ¢ (z,x0) intervalku s krajnimi body = a zy. Pro z — x
mame F(z) — F(xg) a F je v zg spojita.

Necht xy € [a,b] je bod spojitosti f. Pro dané ¢ > 0 mame § > 0, ze
flzo) —e < f(x) < f(xg) + &, jakmile |z — x| < §. Pro 0 < z — g < § tedy

fad _ F(x) ~ F(x)

r — Tg r — Ig

|F'(z) = F(xo)| =

f(xg) —e < < f(zo) + ¢,

podle trividlntho odhadu f;o f dolni a horni sumou pro déleni (zy,z). Pro
—0 < = — x9 < 0 plati tytéz nerovnosti (v ¢itateli i jmenovateli zlomku se
zméni znaménko). Pro x — xg, © # xo, tak méame %ﬁ;mo) — f(=xg), ¢li

F'(x9) = f(xo). [l

Obdobnym argumentem Jako u predchom véty lze dokézat, ze pokud f je
spojita na [a, b], tak funkce F(z) = — f f(t)dt je primitivni funkei f na [a, b].

Véta 12.9 ndm umoznuje konecne splatit dluh z desaté prednéasky a dokazat
Vétu 10.5, kterd fika, Ze spojitd funkce na otevieném intervalu I ma na [
primitivni funkci. Tim se dokdze i Tvrzeni 11.2 z minulé pFednasky, jehoz
ditkaz se odvolaval na Vétu 10.5.

Diikaz Vety 10.5. Zvolme libovolné ¢ € I a definujme funkci F': I — R nésle-
dovné:
“f(t)dt proxz>c
— [T f(t)dt proz < c.

Vsimnéte si, ze F(z) je pro kazdé x dobie definovana, protoze f je spojita a
tedy riemannovsky integrovatelna na kazdém kompaktnim podintervalu I. 7
Véty 12.9 pak plyne, ze F' je primitivn{ funkce k f na I. O

Nasledujici véta tika, ze pokud Riemanniv a Newtoniv integral existuji,
jsou si rovny. Z tohoto divodu zpravidla piSeme urcity integral, aniz bychom
specifikovali, zda jde o Newtoniv nebo Riemanntv.

Véta 12.10 (2. zékladni véta analyzy). Pokud f € R[a,b] NN (a,b), pak

/abfz(m/abf.
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Diikaz. Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b) spojité dodefi-
novana v bodech a a b, tj., F(a) = F(a™) a F(b) = F(b™). Existence ta-
kové F plyne z toho, ze f je newtonovsky integrovatelna na (a,b). Navic
(N) [, f = F(b) - Fl(a).

Necht D = (ag, ay, ..., ax) je libovolné déleni intervalu [a, b]. Na kazdy in-
terval I; = [a;, a;41] a funkei F pouZijeme Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté
(Véta 8.11), ktera 1ika, Ze existuje b; € (a;, a;y1) spliujici

f(bz) _ F/<bz> _ F(ai-i-l) - F(al)

Qi1 — Q;
Tim dostaneme
k—1 k-1
F) - F(a) = ) (Flai) = Fla)) = ) _ f(bi)(ai — a).
i=0 i=0

Tedy (nebot infy, f < f(b;) < supy, f)
s(f, D) < F(b) — F(a) < S(f. D) .

Z riemannovské integrovatelnosti f a Véty 12.5 pak plyne, ze F(b) — F(a) =

St O
Ozna¢me Cfa,b] mnozinu funkei spojitych na [a, b]. Pfedchozi poznatky o

vztahu mezi Riemannovym a Newtonovym integralem pro piehlednost shr-

neme v nasledujici vété.

Vé&ta 12.11 (Porovnani Newtonova a Riemannova [). Mdme

Cla,b] € N(a,b) NRla,b] .
Pokud f € N(a,b) N Rla,b], pak

w [ =1

Mnozina N (a,b)\R|a,b] i Rla,b]\N(a,b) je neprizdnd: existuji funkce, které
maji Newtonuv integrdl, ale ne Riemanniv, 1 naopak.

Diikaz. Je-li f na [a,b] spojita, je f € R[a,b] podle Véty 12.7. Dale pak podle
1. ZVA (Véta 12.9) je funkce F(x) = [ f na (a,b) primitivni k f a spojita na
[a,b], takze F(at) = F(a) =0a F(b™) = F(b) = [* f, a tedy f € N(a,b).
Rovnost Riemannova a Newtonova integralu plyne z 2. ZVA (Véta 12.10).
Funkce f(z) = 27'/2: (0,1] — R, f(0) = 0, ma na (0, 1) Newtontv integral:
F(x) = 22'/2 je tam k ni primitivni, F(07) = 0a F(17) = 2, takze (N) f01 f=
2 jak jsme vidéli v Ptikladu 11.4. Tato funkce ale neni na [0, 1] omezend, a
proto f & R[0,1]. Funkce znaménka sgn(z) je na [—1, 1] neklesajici a tedy ma
na [—1,1] Riemanuv integral. Na (—1,1) ale nemé& Newtoniv integral — jak
jsme ukazali v P¥ikladu 10.3, nema na (—1, 1) primitivni funkci. O
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13 Aplikace integrali

Vztah mezi integralem a Riemannovymi sumami dava navod, jak pomoci in-
tegralu odhadovat kone¢né soucty. Ukazme si tento pristup nejprve na nésle-
dujicim jednoduchém tvrzeni.

Véta 13.1. Necht n je prirozené cislo a necht f je neklesajici funkce na in-
tervalu [1,n]. Potom plati

ijf(k)g/lnfszﬂk»

Diikaz. Jelikoz je f neklesajici, je riemanovsky integrovatelna dle Véty 12.6.
Plyne z toho také, Ze na libovolném intervalu [«, 5] C [1,n] nabyva f minima
v bodé o a maxima v bodé f.

Nyni sta¢i na intervalu [1, n] uvazit déleni D = (1,2,...,n) a v§imnout si, ze
jeho dolni Riemannova suma s(f, D) je presné ZZ;} f(k), zatimco jeho horni
Riemannova suma S(f, D) je > ,_, f(k). Dokazované nerovnosti pak plynou
z toho, Ze dolni a horni Riemannova suma odhaduji zdola a shora prislusny
integral. O

Predchozi véta se d& snadno adaptovat na situaci, kdy f je nerostouci: staci
prohodit smér obou nerovnosti.

Odhady kone¢nych sum se ndm mohou hodit i pfi vySetifovani konvergence
nekonec¢nych fad, nebot soucet fady je definovan jako limita posloupnosti jejich
¢astecnych souc¢tii. V mnoha piipadech tak lze vySetifovani konvergence prevést
na vypocet integralu, jak ukazuje nasledujici véta.

Vé&ta 13.2 (Integralni kritérium konvergence). Necht f: [1,4+00) — [0, +00)
je nerostouct nezdpornd funkce. Potom Faday - | f(k) konverguje prdavé tehdy,
kdyz plati

b
lim / f < +o0.
b—+o0 1

Diikaz. Vsimnéme si nejprve, ze jelikoz je f monotonni, tak podle Véty 12.6
integral flbf existuje pro libovolné b > 1. VSimnéme si také, ze jelikoz je f
nezaporna, je flb f neklesajici funkce proménné b, tedy musi mit v +o0 limitu
nalezici do R U {+o00}. Ozna¢me tuto limitu L.

Oznatme s, := > ;_, f(k) n-ty Casteény soucet Fady > .-, f(k). Protoze
mé tato fada jen nezdporné scitance, je posloupnost (s,) neklesajici, a tedy
mé pro n — oo limitu L' € RU {4+o00}. L’ je tedy soucet fady > oo, f(k).

Dokazovana véta fiké, ze L je konecna pravé tehdy, kdyz L' je kone¢na. To
lze snadno odvodit z Véty 13.1: pokud L < +oo, tak pouzijeme odhad

-t =Y s < [ r<t
k=2 1
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z néhoz plyne, ze (s,) je shora omezena a ma tedy kone¢nou limitu. Naopak,
pokud L' < +o0, tak plati
n
/ f S Sp—1 S Lla
1

tedy hodnoty flb f jsou shora omezené a jejich limita L je konec¢né.
Vsimnéte si, Ze z naseho dikazu plyne explicitni odhad L < L' < L+ f(1).
To ndm umoziuje aproximovat i nekoneéné souc¢ty pomoci integralu. O]

Priklad 13.3 (Odhad harmonickych ¢isel). Odhadnéme tzv. harmonickd ¢isla

H,,, definovana jako

11 1
Hy=1+ =44 4=.
+o gt

Pro funkei f(x) = 1/z: (0,+00) — (0, +00) Véta 13.1 dava

TR S B B A

Jak vime, ma f(z) na (0, +oo) primitivni funkc1 In z, s jejiz pomoci se piedchozi
nerovnosti prevedou do podoby

1
In(n) + - < H, <lIn(n) + 1.
n

Protoze In z ma limitu +oo pro  — 400, plyne z Véty 13.2, ze fada ) .- 1/k
diverguje.

Piiklad 13.4 (Odhad sou¢tu konvergentni fady). Uvazujme ted fadu -, 1/k*,
kde s > 1 je realna konstanta. Funkce f(z) = 1/2® = x~° je nerostouci a ne-
zépornd na (0,+00) a ma primitivni funkei F(z) = t=2'*. Odtud snadno
spocitame, zZe ,

. e 1
lim z dr = < +o00.
b—+oo 1 S — 1

Z Véty 13.2 plyne, ze fada Y, 1/k* je konvergentni pro kazdé s > 1.
Priklad 13.5 (Odhad faktoridlu). Integral lze vyuzit i pro odhad faktoridlu

=1-2-...-n,ikdyz jde o souc¢in a nikoli o soucet. Misto n! budeme
odhadovat In(n!), ktery lze zapsat jako soucet In(n!) = Y7, Ink. Pouzitim
Véty 13.1 na funkci f(z) = Inx dostaneme

n—1 n n
ln(n!)—lnn:ZlnkS/ fSZlnk;:ln(n!).
k=1 1 k=2

Funkce f(z) ma na (0,400) primitivni funkci zlnz — z, tedy mame [" f =
nlnn —n + 1 a z predchozich nerovnosti plyne

nlnn—n+1<In(n!) <nlhn—-n+1+Inn,

n n n n
e (—) <nl<en (—) .
e e
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Véta 13.1 nam poskytuje zptsob, jak odhadnout soucet Zz;i f (k) pomoci
integralu fln f v pripadé, ze f je monotonni. OvSem tato véta nam nic
nefika o velikosti chyby, které se timto odhadem dopustime, ani nic nefikéi
o situaci, kdy f neni monotoénni. Podivejme se nyni podrobnéji na rozdil
mezi sumou a piisluSnym integralem.

V nésledujici ivaze nepredpokladame, Ze f je monoténni, ale zato
predpokladame, Ze méa spojitou prvni derivaci na [1, n]. Bude se nam hodit
znaceni |z] pro dolni celou ¢ast ¢isla x a {x} := = — |x] pro zlomkovou
¢ast x.

Rozdil mezi sumou a integralem muzeme odhadnout takto:

nlf(k)—/lnfzg<f(k)—/:ﬂf)

k=1
n—1

k+1
=3 [ G- seyan s

k=1

Nyni pouzijeme trik: integrovanou funkci f(k)— f(z) zapiSeme jako soucin
1-(f(k) — f(z)) a zintegrujeme ji pomoci per partes, kdy ke konstantni
funkci 1 zvolime primitivn{ funkei x — k — 1/2. Pro¢ zrovna tuto primi-
tivni funkci? Protoze ma mezi vSemi primitivnimi funkcemi tu specifickou
vlastnost, ze integral z ni je na intervalu (k, k + 1) nulovy, coz se posléze
ukéze jako vyhodné.

Pocitejme dale integral z pravé strany (13.1). Pouzitim per partes a
vyuzitim toho, ze pro x € (k,k + 1) mame z — k = {z}, dostavame:

/ ") = fla)) do =

= (= k= 1/2) (F0) — S - [ e — k- 12 (= f @) de

1 k+1
U =)+ [ (o) - 12 ) de

Se¢teme-li predchozi rovnost pro k = 1,...,n — 1 a dosadime do (13.1),
ziskame vztah

S g [ 1= 500 =g+ [ -2 052)

Vzorec (13.2) je specialni pfipad vztahu znamého jako Fuleriv-Maclauriniv
sumacni vzorec (obecnou verzi najdete napiiklad na Wikipedii). Viimnéte
si, Ze integral na pravé strané (13.2) by byl nulovy, pokud by f’(z) byla
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konstantni — to proto, ze funkce ({x} — 1/2) ma nulovy integral na kaz-
dém intervalu celociselné délky. Muzeme tedy doufat, ze kdyz f'(x) nebude
,Prilis oscilovat®, bude integral na pravé strané blizky nule, a nas odhad
sumy pomoci integralu bude pomérné presny.
Vzorec (13.2) skryva i urcitou geometrickou intuici, ktera vynikne,
1

kdyz se clen 5(f(1) — f(n)) pfevede na levou stranu a piidd do sumy.

Vznikl4 suma pak jde upravit takto:

( ] f<k>) L) - gy = IEEIEED

k=1 k=1

Tato suma je presné integral od 1 do n z funkce, kterd v bodech 1,2,....n
mé stejné hodnoty jako f, a mezi dvéma sousednimi celo¢iselnymi body
je jeji graf usecka. Oblast pod grafem této funkce je tedy sjednoceni li-
chobézniki. Integral na pravé strané (13.2) tedy fika, jak moc se obsah
této lichobéznikovité oblasti 1isi od obsahu oblasti pod grafem f.

Dilezitou aplikaci integralii jsou vypocty ploch, délky kiivek a objemu a
povrchu télesa.
Plochu rovinného utvaru U(a, b, f) (jsou to body (z,y) v roviné splijici
a<z<bal<y< f(x)) pod grafem funkce f jsme viceméné definovali jako
b
a f
J Pro funkci f: [a,b] — R mizeme délku jejiho grafu G = {(z, f(z)) €
R? | a < z < b} jakozto oblouku k¥ivky definovat jako limitu délek lomenych
¢ar L spojujicich konce G a s body zlomu na G, kdyz délka nejdelsi tusecky v
L jde k 0. Kdy7 je f pékna funkce, napiiklad f’ je spojita, tato limita existuje
a milzeme ji spocitat R. integralem. Usetka v L spojujici body (z, f(x)) a
(r + A, f(x + A)) ma podle Pythagorovy véty délku

¢A2+<f<x+A>—f<x>>2=A\/1+(f@”AA)‘f“)) ,

a hodnota zlomku je podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté rovna f/(«)
v néjakém mezibodé « (leZicim mezi z a = + A). Délka lomené ¢ary L tak je
vlastné piimo Riemannova suma pro jisté déleni intervalu [a, b] s body a funkci

V14 (f'(t))%. Dostavame nasledujici vzorec.
Véta 13.6 (Délka kiivky). Necht f: [a,b] — R md na |a,b] spojitou derivaci

f! (takze \/1+ (f')? € R(a,b)). Pak
b
délka({(z, f(z)) ER* |a <2 < b}) = / L+ (f'(t))* dt .

Pro podmnozinu M C R? trojrozmérného prostoru miZeme jeji objem
definovat jako limitu, pro n — oo, souc¢tu objemi 1/n? krychli¢ek K v mnozing

{K =2, “ ) x [ 2] x [¢, 8] |a,bce Z& K C M} .

n’ n n’ n
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Je-li M hezka, tato limita existuje a mtizeme ji spocitat integralem. Pro obecna
télesa je k vypoctu potieba vicerozmeéerny integral, ktery jsme nezavadéli, proto
se omezime na specidlni piipad rotacnich téles, tj. osové soumérnych téles.

Véta 13.7 (Objem a povrch rota¢niho télesa). Necht f € R(a,b) a f >0 na
[a,b]. Pro objem rotacéniho télesa

V=A{(z,y.2) eR’ |a<z<b& \y*+ 22 < f(z)}

vzniklého rotaci (v R3) rovinného tvaru Ul(a, b, f) pod grafem funkce f kolem
osy x plati vztah

objem(V) = 7r/ f)? dt .

b
povrch(V) = 27T/ FO)N1+(f'(t))? dt .

Vzorec se dostane roziezanim V' rovinami kolmymi na osu symetrie télesa
x na platky tloustky A > 0 a sectenim jejich objemi. Objem platku mezi
rovinami kolmymi v bodech (z,0,0) a (x+ A, 0,0) je piiblizné 7 f(x)2A, nebot
to je zhruba vélec s (kruhovou) podstavou o poloméru f(z) a vyskou A.

Pro vypocet povrchu rotac¢niho télesa zkombinujeme metody pro vypocet
délky kfivky a objemu. Povrch aproximujeme jako soucet povrchiu plasta ko-
molych kuzeli vysky A > 0 se zakladnami poloméru f(z) a f(z + A). Povrch
jednoho plasté je

T(f(@) + flx + M) VAT + (f(z + A) = f(x))
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