
Nezávislé systémy rovnic

Necht’ S = {(ui, vi) | i ∈ IS} a T = {(ui, vi) | i ∈ IT } jsou systémy rovnic.
Řekneme, že S a T jsou ekvivalentńı, pokud maj́ı stejná řešeńı.

Systém S se nazývá nezávislý pokud neńı ekvivalentńı žádné své vlastńı podmnožině.
Jak velké mohou být nezávislé systémy rovnic s daným počtem neznámých neńı
známo. Je ale známo, že nemohou být nekonečné:

Theorem (O kompaktnosti). Každý systém rovnic nad konečnou množinou neznámých
obsahuje konečný ekvivalentńı podsystém.

D̊ukaz. Důkaz věty o kompaktnosti se oṕırá o Hilbertovu větu o bázi, kterou lze
zformulovat analogicky k našemu tvrzeńı tak, že každý systém polynomů obsahuje
konečný s ńım ekvivalentńı. Abychom mohli tuto větu využ́ıt, muśıme rovnice na
slovech nějak převést na polynomy.

Nejprve dokážeme pomocné tvrzeńı:

Lemma. Monoid SL(N0) (monoid matic s jednotkovým determinantem a celými
nezápornými koeficienty) je generován maticemi

a =

(
1 1
0 1

)
, b =

(
1 0
1 1

)
a je volný.

D̊ukaz. Všimněme si, že

a−1 =

(
1 −1
0 1

)
, b−1 =

(
1 0
−1 1

)
.

a uvažujme

m =

(
a b
c d

)
∈ SL(N).

Ověřme, že plat́ı jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

(1) m je jednotková matice,
(2) a ≥ c a b ≥ d,
(3) a ≤ c a b ≤ d.

Plat́ı, že rovnost ad− bc = 1 je ekvivalentńı rovnostem

(a− c)b+ (d− b)c+ (a− c)(d− b) = (a− c)d+ (d− b)c = 1.

• Je-li nyńı a ≤ c a b ≥ d, je (a − c)d + (d − b)c ≤ 0. Pokud je tedy a ≤ c,
muśı být b < d, a pokud je b ≥ d muśı být a > c.

• Zbývá možnost a > c a b < d. Pak (a−c)(d−b) ≥ 1 a (a−c)b+(d−b)c ≥ 0.
Rovnost (a−c)b+(d−b)c+(a−c)(d−b) = 1 je tedy splněna pouze, pokud
b = c = 0 a a− c = b− d = 1, tedy pokud m je jednotková.

Z toho plyne, že pokud m neńı jednotková, lež́ı právě jedna z matic

a−1m =

(
a− c b− d
c d

)
, b−1m =

(
a b

c− a d− b

)
v SL(N0). Důkaz lemmatu dokonč́ıme indukćı podle a+ b+ c+ d. �

Necht’ Ξ = {x1, x2, . . . , xn} je množina neznámých. Pro každé xj ∈ Ξ definujme
matici

mj =

(
a(j) b(j)

c(j) d(j)

)
,

1



2

kde X = {a(j), b(j), c(j), d(j) | j = 1, . . . , n} je množina proměnných, chápaných jako
nové neznámé. Označme M monoid (s běžným maticovým násobeńım) generovaný
množinou {m1,m2, . . . ,mn}, a necht’ ψ : Ξ∗ → M je homomorfismus monoid̊u
definovaný pomoćı ψ : xj 7→ mj .

Uvažujme homomorfismus monoid̊u ϕ : Ξ∗ → {a,b}∗. Zobrazeńı ϕ definuje
ohodnoceńı ϕ̃ neznámých z X předpisem

ϕ(xj) =

(
ϕ̃
(
a(j)
)

ϕ̃
(
b(j)
)

ϕ̃
(
c(j)
)

ϕ̃
(
d(j)
)) .

Toto ohodnoceńı rozš́ı̌ŕıme na dosazovaćı homomorfismus ϕ̃ : Z[X]→ Z a pro

m =

(
p q
r s

)
∈M

budeme zápisem ϕ̃(m) rozumět

ϕ̃(m) :=

(
ϕ̃(p) ϕ̃(q)
ϕ̃(r) ϕ̃(s)

)
∈ N2×2 .

Z definic snadno ověř́ıme, že následuj́ıćı diagram komutuje.

Ξ∗ M

SL(N)

ψ

ϕ ϕ̃

Uvažujme soustavu polynomiálńıch rovnic

S′ =
{(

U
(k)
i , V

(k)
i

) ∣∣∣ i ∈ I, k = 1, 2, 3, 4
}
,

nad X, kde

ψ(ui) =

(
U

(1)
i U

(2)
i

U
(3)
i U

(4)
i

)
, ψ(vi) =

(
V

(1)
i V

(2)
i

V
(3)
i V

(4)
i

)
.

Podle Hilbertovy věty o bázi má S′ konečný ekvivalentńı podsystém, můžeme
uvažovat podsystém tvaru

T ′ =
{(

U
(k)
i , V

(k)
i

) ∣∣∣ i ∈ J, k = 1, 2, 3, 4
}
,

kde J je konečná množina index̊u.
Je-li nyńı ϕ řešeńı soustavy

T = {(ui, vi) | i ∈ J} ,
je ϕ̃ řešeńı soustavy T ′ a tud́ıž i řešeńı soustavy S′. Proto je ϕ řešeńım S, a T je
tedy ekvivalentńı podsystém systému S. �


	Nezávislé systémy rovnic
	Nezávislé systémy rovnic
	Velké nezávislé systémy

