NEZAVISLE SYSTEMY ROVNIC

Necht S = {(uj,v;) | i € Is} a T = {(u;,v;) | @ € It} jsou systémy rovnic.
Rekneme, 7e S a T jsou ekvivalentns, pokud maji stejnd fesen.

Systém S se nazyva nezdvisly pokud neni ekvivalentni zadné své vlastni podmnoziné.
Jak velké mohou byt nezavislé systémy rovnic s danym poc¢tem nezndmych neni
znamo. Je ale znamo, ze nemohou byt nekoneéné:

Theorem (O kompaktnosti). Kazdy systém rovnic nad kone¢nou mnozinou nezndmych
obsahuje kone¢ny ekvivalentni podsystém.

Drikaz. Dukaz véty o kompaktnosti se opird o Hilbertovu vétu o béazi, kterou lze
zformulovat analogicky k naSemu tvrzeni tak, ze kazdy systém polynomu obsahuje
kone¢ny s nim ekvivalentni. Abychom mohli tuto vétu vyuzit, musime rovnice na
slovech néjak pfevést na polynomy.

Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni:

Lemma. Monoid SL(Ng) (monoid matic s jednotkovym determinantem a celymi
nezdpornymi koeficienty) je generovdn maticemi
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Diikaz. Vsimnéme si, ze

) ()
m= (Z Z) € SL(N).

Ovérme, ze plati jedna z nasledujicich podminek:

a je volny.

a uvazujme

(1) m je jednotkova matice,
(2) a>cab>d,
(3) a<cab<d.
Plati, ze rovnost ad — bc = 1 je ekvivalentni rovnostem
(a—c)b+(d—bc+ (a—c)(d—b)=(a—c)d+ (d—b)c=1.

e Jelinynia<cab>d je (a—c)d+ (d—b)e <0. Pokud je tedy a < ¢,
musi byt b < d, a pokud je b > d musi byt a > c.

e Zbyva moznost a > ca b < d. Pak (a—c)(d—b) > 1a (a—c)b+(d—b)c > 0.
Rovnost (a —c)b+(d—b)c+ (a—c)(d—b) = 1 je tedy splnéna pouze, pokud
b=c=0aa—c=b—d=1, tedy pokud m je jednotkova.

Z toho plyne, ze pokud m neni jednotkova, lezi pravé jedna z matic

1. _fa—c b-—d 1 a b
a m< c d >’ b m(c—a d—b)

v SL(Np). Dikaz lemmatu dokonéime indukei podle a + b+ ¢ + d. O
Necht = = {x1,z2,...,2,} je mnozina nezndmych. Pro kazdé z; € E definujme
matici
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M=\ ) g0 )
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kde X = {a) b @) dU) | j =1,... n} je mnozina proménnych, chdpanych jako

nové neznamé. Oznaéme M monoid (s béZznym maticovym ndsobenim) generovany

mnozinou {my,ma,...,myp}, a necht 9 : Z* — M je homomorfismus monoidi

definovany pomoci ¢ : x; — m;.
Uvazujme homomorfismus monoidi ¢ : Z* — {a,b}*. Zobrazeni ¢ definuje
ohodnoceni ¢ neznamych z X predpisem

5(a@) & (bW
() o (b ))
€T:) = _ . ~ .
o(x;) <@ (@) & (dW)
Toto ohodnoceni rozsifime na dosazovaci homomorfismus ¢ : Z[X] — Z a pro
m= (p q) eM
oS

budeme zdpisem @(m) rozumét

. (¢) #(9)
Pm) = («sm ¢<s>> € Nawa

7 definic snadno ovérime, ze nasledujici diagram komutuje.
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Uvazujme soustavu polynomidlnich rovnic

(1) (2) (1) (2)
vty 17 V.

ui = N P 5 ’UZ- = ? ? .
Y(u;) <U¢(3) U¢(4)> Y(v;) <V¢(3) V(4)>

1
Podle Hilbertovy véty o bézi md S’ koneény ekvivalentni podsystém, muzeme
uvazovat podsystém tvaru

T = { (U}’“)%(’“)) ‘ ieJk= 1,2,3,4} ,

nad X, kde

kde J je koneénd mnozina indexu.
Je-li nyni ¢ feSeni soustavy
T= {(uivvi) ‘ te J}a
je @ FeSeni soustavy T’ a tudiz i feSeni soustavy S’. Proto je ¢ feSenim S, a T je
tedy ekvivalentni podsystém systému S. (|
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