6. cviceni z PSt — 9. a 12.11.2020

Kovariance

1. (Problém satnarky) Nahodné pfifadime n kloboukid n lidem. Oznaime X; indikator jevu i-ty Glovek
dostal sviij klobouk“ a polozime X =" | X;. Urcete E(X), var(X), ox.

2. Necht n.n.v. X1, ..., X,, maji viechny stejné rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem 2. Oznaéme
Sp=(X1+--+X,)/n.

(a) Urcete E(S,) a var(Sy).

(b) Ukazte, jak lze poécitat S, z S,—1, X, a n.

(c) (Bonus) Sestavte program v libovolném jazyce a ovéite pomoci néj hodnotu p nékterého rozdélent,
o kterém jsme si fikali.

Spojité vektory

3. (Buffonova jehla) Na nekone¢nou podlahu hodime nahodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejich okraje
tvori rovnobézné primky ve vzdalenosti d. Uréete pravdépodobnost, Ze jehla bude presahovat okraj nékterého
prkna.

4. Necht X, Y maji sdruZenou hustotu fx y (z,y) = e *~¥ pro x,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).
(b) Jsou X, Y nezavislé?
(¢) Urcete marginalni hustoty fx, fy.
(d) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fxy.

5. Volme uniformné nadhodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v poc¢atku a v horni poloroviné.
(Uniformné znamend, Ze pravdépodobnost kazdé podmnoZiny je Gamérnéa jejimu obsahu.) Oznafme X, Y
souradnice zvoleného bodu.
(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
(b) Najdéte marginalni hustotu fy a spoé¢téte pomoci ni E(Y).
(¢) Pro kontrolu spoététe E(Y) pfimo (pomoci pravidla LOTUS).
6. Budte X,Y,Z ~ U(0,1) nezavislé ndhodné veli¢iny.
(a) Jaké je rozdéleni X +Y? Spoé¢téte nékolika zptisoby — podle konvoluéniho vzorce i ,podle obrazku“.
(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7 Pro jednoduchost urcete jen hustotni funkci na intervalu [0, 1].

7. Budte X,Y, Z ~ Exp()\) nezavislé ndhodné veli¢iny.

(a) Jakeé je rozdéleni X +Y?
(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7

8. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu

eV prol<z<y<oo
flz,y) = -

0 jinak.
(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.
(b) Urcete podminénou hustotu fy|x.

9. Budte X,Y ~ Exp()) nezavislé nahodné veli¢iny.
(a) Urcete sdruZenou hustotu X a X + Y.
(b) Odvodte, ze podminéna hustota fx x4y (z,a) je konstantni na (0,a).
(c) Diskutujte, co to znamené.

10. Volme uniformné ndhodné bod z trojihelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0,1] a [1, 0], tj. pravdépodobnost
kazdé podmnoziny je tmérné jejimu obsahu. Ozna¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.



a) Najdéte sdruZenou hustotu fx y.

b) Najdéte marginalni hustotu fy.

c) Najdéte podminénou hustotu fxy .

d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spoctéte E(X) (pomoci E(Y)).
e) Spoctéte E(X) pomoci pFedchozi ¢asti a symetrie.

(
(
(
(
(

Bonusy

11. Bod na sféfe muzeme popsat pomoci zemépisné délky A € (—m, +n] a §itky ¢ € [—7/2,+7/2]. Piipo-
menme, Ze takovy bod pak mé soutadnice x = Rcospcos\, y = Rcospsin\, z = Rsin ¢. Pro jednoduchost
polozime R = 1. Vybereme uniformné nadhodny bod na sféfe, jeho zemépisna délka a Sitka budou A, ®.

(a) Ukazte, Ze fa,o(X, @) = % cos ¢ na mnozing [—, 7] x [~7/2,7/2] (a nula jinde).

(b) Ukazte, ze podminéna hustota ,na rovniku® je faje (A = 0) = i

(c) Ukazte, ze podminéna hustota ,na hlavnim poledniku® je fos(@|A = 0) = %COS p?

(d) Pfemyslejte o tom, co to znamena: pro¢ je to divné (kdyZ na sféfe jsou vSechny hlavni kruZnice
stejné). A taky, pro¢ to neni spor. Pfipadné si pfe¢téte néco o Borel-Kolmogorové paradoxu, napf¥. https:
//en.wikipedia.org/wiki/Borel}E2%80%93Kolmogorov_paradox.

K procviceni

12. Volme uniformné ndhodné bod z kruhu o poloméru 1 se stfedem v poc¢atku. Oznaéme X, Y soufadnice
zvoleného bodu.

(a) Najdéte (podle pravidla LOTUS) E(vV X2 +Y?2).

(b) Najdéte (podle pravidla LOTUS) E(X? + Y?).



