SMITHOVA NORMALNI FORMA

Matice s polynomialnimi koeficienty lze charakterizovat tzv. (Smithovou) nor-
madlni formou. Rekneme, 7e tvercova matice typu b x b s koeficienty z F[D] matice
A je polynomidlné invertibilni, nebo téz unimoduldrni, pokud ma v F[D] inverz,
tedy pokud je jeji inverz nad té&lesem F(D) rovnéz polynomiélni. Matice je poly-
nomiélné invertibilni, pravé kdyz mé determinant z F, jak snadno plyne z véty o
determinatu soucinu a z Cramerova pravidla.

Rekneme, 7e matice T typu b x ¢ s koeficienty z F[D] je ve Smithové normdlni
formeé, pokud je tvaru IT' = (C | 0), kde C je (¢tvercova) diagonélni a pro prvky ~; =
C, ;, které se nazyvaji invariantni faktory matice G, plati v;|vi41, i =1,...,b—1.

Necht G je matice typu b x ¢ s koeficienty z F[D]. Ozna¢me A; nejvétsi spoleény
délitel v8ech subdeterminantti matice G stupné 7. Pak plati:

L] Ai|Ai+1; 1= 172,...717— 1.
e Hodnota A; se nezméni, pokud matici G vynésobime zleva nebo zprava
polynomiélné invertibilni matici piislusné velikosti.
e Existuji polynomialné invertibilni matice A a B takové, ze G = A-T'-B, kde
T je v normalni formé. Toto vyjadieni nazyvame Smithiv rozklad matice
G a matice I' je Smithova normdlni forma matice G.
Z uvedenych tvrzeni je vidét, ze A; = y1y2 - - Y.

Tvrzeni lze dokazat pomoci algoritmu pro nalezeni Smithovy normélni formy.
Tento algoritmus je analogicky hledani inverzu a spo¢ivd v postupném nasobeni
matice elementarnimi polynomialnimi maticemi b x b (zleva) ¢ ¢ x ¢ (zprava). Ele-
mentarni polynomialni matici rozumime pri¢teni polynomiélniho nasobku né&jakého
fadku (sloupce) k jinému Fadku (sloupci) nebo prohozeni dvou Fadka (sloupci). Ele-
mentarni polynomialni matice jsou zjevné unimodularni, coz proto plati i o jejich
soucinu.

Nyni si sta¢i uvédomit nasledujici dvé skutecnosti

1. Hodnota A; se neméni vyndsobenim unimoduldrni matici. Pro determinant
matice, jejiz i-ty radek je linedrni kombinaci vektorta plati
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Aplikaci tohoto pravidla na vSechny fadky dostavame, ze minory TG jsou pro
libovolné T line4rni kombinaci minortt G (determinanty, kde se fadky opakuji jsou
nulové a ruzné poradi fadka méni nejvyse znaménko.) Proto A;(G) déli A;(TG).
Je-li T unimodulérni, plati s pouZitim T~! analogicky, Ze A;(TG) déli A;(G), ¢imZ
je tvrzeni dokézano.
2. Nasobenim elementdrnimi maticemi lze G prevést do Smithovy normdlni formy.
Je-li G nenulova opakuje algoritmus nasledujici kroky:
e prohazovanim fadki a sloupct minimalizuj stupeir g;,1 # 0;
e jsou-li vSechny koeficienty prvniho faddku a sloupce kromé g; ; nulové a g; ;
neni délitelné g; ;, pricti i-ty rfadek k prvnimu;
e pro viechna i > 1, je-li g1 ; # 0, ode¢ti od i-tého sloupce g-nasobek sloupce
prvniho, kde g1 ; = q - g1,1 +r a r ma mensi stupeil nez g i;
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e podobné pro g; 1 a fadky.
Je vidét, ze stupeii g1 se snizuje, dokud nejsou vSechny koeficienty prvniho fadku
a sloupce mimo diagonalu nulové a g; ; nedéli viechny koeficienty matice. Vypocet
je tedy kone¢ny a po dosazeni popsaného stavu muzeme odstranit prvni fadek a
sloupec a algoritmus opakovat. Nakonec tak pouzitim pouze elementérnich matic
dospéjeme k matici, kterd je ve Smithové normalni formé. Matice A a B jsou pak
soucinem inverzu pouzitych elementérnich matic v nélezitém poradi.

*

Smithav rozklad muzeme rozsifit na matice s koeficienty z F(D). Je-li G ra-
cionalni, najdeme q takové, Ze qG je polynomialni (sta¢i vzit nejmensi spole¢ny
nasobek jmenovatelil). Je-li nyni qG = A - T'y - B Smithiav rozklad, fekneme, Ze
G = A - T - B je Smithuv rozklad G, kde

r—Ya_(clo.
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Diagonalni prvky «;/q matice C maji po zkraceni tvar «;/f;, pfitemz a;|a;+1 a
ﬂi+1|ﬁi; i = 1727b_ 1.
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Poznamka: Smithovu formu lze ziskat pro libovolny obor hlavnich ideali. Misto
déleni ze zbytkem lze r = NSD(s, t) ziskat pomoci Bezoutovych koeficienti. Necht
je r = xs + yt. Ozna¢me s’ = s/r a t’ = t/r. Pak plati
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a nasobime tedy unimodularni matici (tj. matici invertibilni nad danym okruhem).
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