STAVOVE PROSTORY A MINIMALITA

Bez ohledu na svoji fyzickou realizaci je kodovani definovano svym chovanim,
coz vede k pojmu abstraktniho stavu kédovace. Abstraktni stav s lze charakterizovat
jako zobrazeni ¢ : F[[D]]® — F[[D]]¢ popisujici, jak se kodova¢ v daném stavu bude
chovat na pfislusnych vstupech. Je zfejmé, Ze riznému chovani bude pfi libovolné
realizaci kodovace odpovidat jiny fyzicky stav, zatimco naopak to pfi nevhodné
realizaci platit nemusi.

Pro u € F((D)) ozna¢me K(u) := > ,.,u; D" nezédpornou (kauzdln?) ¢ast u,
a Z(u) := >, _u; D" ¢ast zapornou (antikauzdlni). Toto znadeni piirozend (po
slozkach) rozsifime i na prvky F((D))™. Zfejmé plati u = Z(u) + L(u). Jak K tak
Z jsou pfitom linearni zobrazeni nad F, ackoli ne nad F(D) nebo F((D)).

Pocatec¢ni stav kodovace se vyznacuje tim, ze piislusné zobrazeni (y zobrazuje
nulu na nulu a ¢g(u) je prvkem kodu pro libovolné u. V tvahu pfichazeji ty stavy,
do kterych se kodova¢ mize dostat ndjakym (predchozim) vstupem. Jinou charak-
terizaci abstraktniho stavu je tedy antikauzalni prvek w = Z(w). Zobrazeni g,
odpovidajici takovému prvku je definovano vztahem

ow(a) = K(wG +uG) = K(WG) + L(uG) = K(WG) + ¢o(u) .

7 toho je vidét, ze stav kodovace s danym nulovym stavem je jednozna¢né urcen
hodnotou K(wG) = ¢w(0).
Pro danou matici G definujme zobrazeni Sg : F((D))® — F[[D]]°

Sc(u) == K(Z2(u)G).

To je linearni zobrazeni vektorovych prostora nad F (ackoli opét ne nad F(D) nebo
F((D))). Jadro tohoto zobrazeni, tedy takova u, pro ktera je Z(u)G antikauzalni,
oznacme S¢.

MnoZina stavi kodovace definovaného matici G (nebo kratce mnozina stavii
matice G) tedy odpovida faktorprostoru

Sa =F((D))"/S&.

Reéeno slovy: stav kédovace v Case nula je dan vstupni posloupnosti, pfi¢emz u a
u’ reprezentujf stejny stav pokud jejich rozdil u —u’ definuje nulovy stav, tedy lezi
v jadru S, tedy K(Z(u—u’)G) = 0.

Poznamenejme, Ze ve smyslu véty o isomorfismu miizeme za abstraktni stavy G
povazovat obrazy zobrazeni Sg, tedy fady K(Z(u)G). Formalné jsou ovSem prvky
g rozkladové tfidy [u]g = u+ S§.

Jak uz jsme si v§imli, riznym abstraktnim stavim musi odpovidat rtizné stavy
kodovace. Muzeme tedy definovat minimalni kdédovaé¢, jehoZ mnozina stavi je Yg
a prechodova funkce je

([ue, u) = ([D7H(Z()+ u)la, v),
kde v je absolutnf ¢len Laurentovy fady (Z(u)+4)G. (Tato konstrukce je podobnéa
konstrukei miniméalniho deterministického automatu prijimajictho dany jazyk.)
*
Podobné jako je abstraktni stav kodovacée definovan jeho chovanim pomoci vstupni
posloupnosti, 1ze i bez znalosti kdédovaciho zobrazeni definovat (abstrakini) stav
kodu, jakoZto mnoziny posloupnosti vystupnich. Je-li v € C, chapeme abstraktni

stav kodu v ¢ase nula odpovidajici v jako stav (neznamého) kodovace, ktery prave
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vyslal posloupnost Z(v) na zékladé néjaké vstupni posloupnosti w. Jedno z moz-
nych pokraovani tohoto vystupu je K(v). Také v tomto p¥ipadé bychom chtéli
né&jak popsat dalsi mozné vystupy. Bez ohledu na fyzicky stav kodovace a nyni i
bez ohledu na vstup vime, Ze mozné budouci vystupy kédovace jsou pravé vSechny
posloupnosti v/ € F[[D]], pro které je Z(v) + v’ € C. Je zde opét paralela se stavy
minimélniho koneéného automatu. Pokud pro dvé kodova slova vy a vo existuje
slovo v’ € F[[D]] takove, ze Z(v1) + v’ € C, zatimco Z(va) + v’ ¢ C, pak libovolny
automat s vystupem C musi byt po vyslani slova Z(v;) v odlisném stavu nez po
vyslani slova Z(va).
Definujme tedy na C zobrazeni S¢ predpisem

Sc: v {VeC|Z(v)+K(KW)eC}.

Ozna¢me
C*=8c(0)={weClC|Kw)eC}

coz je zjevné podprostor C nad F. Dostavame nasledujici fakt.
Turzeni. Sc je prirozena projekce C na C/C*.

Diikaz. Pokud maji mnoziny S¢(vy) a S¢(ve) neprazdny prinik, pak Z(vy —vg) €
C, atedy také IC(vi—vz) € C, neboli vi —va € C*. Pokud naopak Z(vy)—2Z(vz) € C,
pak pro kazdé v’ plati, ze Z(v1) +K(v') € C, pravé kdyz Z(va) + K(v') € C. Navic
z¥ejmé v € S¢(v) pro kazdé v € C. O

Mnozinu
EC = C/C*
s prvky [v]e = v + C* nazyvame mnozinou abstrakinich stavi kédu.
Vztah mezi abstraktnimi stavy matice G a abstraktnimi stavy jejiho kédu je
prirozené dan linearnim zobrazenim:

G: Ya — X
[u] = [uG].

Ovéfme, Ze toto zobrazeni je definovano korektng, tj. Ze z [ulg = [u']g plyne
[uGl¢ = [u'G]c. Necht tedy w =u —u’ € S§. Pak

K(wG) = K(Z2(w)G) + K(K(w)G)) = 0+ K(w)G € C,

a tedy uG — u'G € C*, jak jsme chtéli. (Pouzili jsme, ze K(K(w)G) je diky reali-
zovatelnosti matice G rovno K(w)G.)

Opét plati, Ze pro rizné mnoziny moznych vystupi musi byt kdédovaé v ruz-
nych stavech. Tentokrat to ovSem plati pro jakykoli (tedy i minimalni) kodovaé
jakéhokoli zobrazeni. Odtud plyne, Ze dim X¢ < dim X, pfi¢emZ rovnost nastava
pravé kdyz je zobrazeni G prosté. V takovém pripadé fekneme, Ze je matice G mi-
nimdlni. P¥i hledani miniméln{ matice jsme v situaci, kdy mame kod, tedy obraz
kédovéani, a hledame takové kodovani, tedy takové pfifazeni vzort obrazim, které
bude umoziovat nejmensi mozny koédovaé, jaky je pro dany koéd vitbec mozny.

V tuto chvili jesté neni ziejmé, Zze kodovani, pro které je G prosté, vidy existuje,
ale dale uvidime, Ze tomu tak je. Nasledujici véta podéava rizné charakteristiky
minimélniho kédovéni.

Véta. Nécht je G generujici matice. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) G je minimdlnd.
(2) K(Z(u)G) € C, pravé kdyz K(Z(u)G) = 0.



(3) Pro kaZdé u plati
a) degu < deguG,
b) delu = deluG.
(4) G md polynomidlni pravy inverz a soucasné pravy inverz polynomidlni v
D1
Podminka (2) byva formulovana jako ,,pouze nulovy abstraktni stav je kédovym
slovem‘. VSimnéme si zejména, ze 0 € C vzdy, takze podminku lze redukovat na
pfimou implikaci. Podminka (3) ¥ika, Ze rozsah obrazu je v&tsi neZ rozsah vzoru.
Minimalita je tedy porusSena, pravé kdyz je mozné aby zprava zac¢inala pozdéji nebo
konéila diive nez vstup.
Dikaz. (1) & (2)“: Zobrazeni G je prosté, pravé kdyz plati, Ze
K(uG) e C pravé kdyz K(Z(u)G)=0.
Zbyva si vsimnout, ze K(uG) € C je ekvivalentni K(Z(u)G) € C. To plyne z toho,
ze
(%) KuG) =K(Zu)G) + L(u)G.
»(2) < (3)“: Predpokladejme, Ze (2) neplati, tedy Ze pro n&jaké w = Z(w) méame
0 # K(wG) € C a necht K(wG) = uG. Tedy 0 < deluG, a je-li delu < 0,

je poruseno (3)b). Pokud 0 < delu, plati 0 < degu = deg(u — w), a protoze
(u—w)G = Z(wQ), dostavame deg(u—w)G < 0 < deg(u— w), ¢im? je poruseno
(

a) Necht pro n&jaké u plati deguG < degu. MiZeme bez tjmy na obecnosti
predpokladat deguG = —1, tj. LK(uG) = 0. Pak je K(u), a tedy i K(u)G
nenulové a s pomoci () méame

0#4 —K(uG=KuG)-K(uG=K(ZuG)eC.

b) Necht pro n&jaké u plati delu < deluG. Bez Gjmy na obecnosti pfedpo-
kladejme, ze deluG = 0. Pak, opét s pomoci (),
0+# Z2(u)G =uG - K(u)G=KuG) - K(u)G=K(Z2(u)G)eC.

»(3) = (4)“: PouZijeme charakterizaci existence polynomialniho inverzu.

Je-li uG polynomiélni, je diky b) polynomidlni i u. Je-li uG € F[D71], je i
u € F[D~!] diky a).
»(4) = (3)“:
a) Necht je deg(uG) = s < oo. Pak je D~*uG € F[D7!], a tedy takeé

D™ *u=D"*uGG’' , e F[D].
Z toho plyne, Ze deg(u) < s = deg(uG). Je-li deg(uG) = oo, je nerovnost ziejma.
b) Necht je nyni del(uG) = s. Pak je D~*uG € F[[D]], a tedy také
D™ %u=D*uGG’ € F[[D]].
Z toho plyne, 7e del(u) > s = del(uG). Rovnost del(u) = del(uG) plyne z predpo-
kladu realizovatelnosti G.
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