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Prehled

Nahodné vektory



Sdruzena distribucni funkce (Joint cdf)

Definice

Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)
definujeme jejich sdruzenou distribucni funkci (joint cdf)
Fxy : R2 — [0, 1] pfedpisem

Fxy(x,y)=P{Hwe Q: X(w) < x&Y(w) < y}).

» Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v.
F)(1 _____ Xn(X1,...,Xn).

» Mulzeme odsud odvodit pravdépodobnost obdélniku:
P(X e(abl& Y € (cd]) =



Sdruzena hustota (Joint pdf)

» Casto mizeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako
integral pomoci nezaporné funkce fy y

X oy
FX,Y(X7Y):/ / fx v (s, t)dtds.

» Pak nazyvame n.v. X, Y sdruzené spojité. Funkce fx y je
jejich sdruzena hustota.

» Jako u jednorozmérného pfipadu muize byt fy y > 1!
» Stejné jako u jednorozmérného pripadu muzeme pak
pomoci hustoty vyjadfit i dalSi pravdépodobnosti:

P((X,Y) € S) = /S f.y (X, y)dxdy.

PFx v (x.y)
> fX,Y(Xay): Ixdy



LOTUS

» Stejné jako v diskrétnim pfipadu plati pro stfedni hodnotu
funkce dvou n.v.

E(9(X,Y)) = /Oo /OO 9(x, y)fx y(x,y)dxdy.

> A stejné jako v diskrétnim pfipadu odsud odvodime
E(aX+bY +c)=a-E(X)+b-E(Y)+c.



Nezavislost spojitych nahodnych veli¢in

Definice

Libovolné nahodné veli¢iny nazveme nezavislé (independent),
pokud jevy {X < x} a{Y < y} jsou nezavislé pro libovolna
X,y € R. Ekvivalentné,

P(X<x,Y<y)=PX<x)P(Y <y),
Fxy(x,y) = Fx(X)Fy(y)

Véta
Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx, fy. Nasledujici tvrzeni
fsou ekvivalentni:

» X, Y jsou nezavislé
> fxv(x,y) = fx(x)fv(y)



Vicerozmérné normalni rozdéleni

> o(t) = e /2

> (b, tn) = o(h)e(t2) - o(tn) = =€

2 2
ety

> f(ty,..., 1) = (1) "2e 2 kderP =2 4 ... + 2
radialné symetricka funkce

» Necht Z = (Zy,...,2Z,) mé hustotu f.

» Z/||Z]| je uniformné nahodny bod na n-rozmérné sfére.

» Z ~ N(0,1)

» tudiz skal. soucin s libovolnym jednotkovym vektorem je
N(0,1)

> (u,Z) =7, uiZ; ma také rozdéleni N(0, 1)



Vicerozmérné normalni rozdéleni obecné

» Obecné&ji muzeme vzit nahodny vektor s hustotou ¢ - @21,
kde ¢ > 0 je vhodna konstanta a Q(t) je obecna
kvadraticka funkce.

» Pouziva se ve strojovém uceni.
» Souradnice nejsou nezavislé!



Soucet spojitych n.v.

Véta
Necht spojité X, Y jsou n.n.v. Pak Z = X + Y je takeé spojita
n.v. a jeji hustotu dostaneme jako konvoluci funkci fx, fy, neboli

fz(z) = /OO fx(x)fy(z — x)dx.

—00



Podminovani

Definice
Xjenv.na(Q,F,P),BeF.

FX|B(X) = P(X <X ’ B)
K tomu pfislusi hustotni funkce fxp.

Véta
Necht By, Bs, ... je rozklad Q. Pak

Fx(x) = Z Fxg,P(Bi) a

fx(x) = Z fx15,P(B)-

Dlkaz — spec. pfipad byl na cviCeni (dva algoritmy).



Podminéna hustota

Definice
Pro spojité n.v. X, Y definujeme podminénou hustotu
(conditional pdf) pfedpisem

v(cly) = 20

pokud je fy(y) > 0, jinak ji nedefinujeme.

> piipomenme, Ze fy(y) = [, fx,v(X, y)dx
> pro fixované y je fx y(x|y) hustota



Podminéna, sdruzena a marginalni hustota

Véta

fx.y(x,y) = fr(¥)fxy(X]y)
K0 = [ far(xn)



Spojitd Bayesova véta



Prehled

Zpatky k zakladum



Kovariance

Definice
Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covariance)

predpisem

cov(X,Y)=E((X —EX)(Y —EY)).

Véta

cov(X,Y)=E(XY) —E(X)E(Y)

» var(X) = cov(X, X)

» cov(X,aY +bZ +c)=acov(X,Y)+ bcov(X,Z)
» cov(X,Y)=0pokud X,Y jsou nezavislé

> ale nejen tehdy



Korelace

Definice
Korelace nahodnych veli¢in X, Y je definovana predpisem

(X, Y) = cov(X,Y)
A= ar(X) var(Y)

> je to prenormovana kovariance
> —1 < o(X,Y) <1 (cvic.)
» korelace neznamena pri¢innou souvislost!



Rozptyl souctu
Véta
Necht X = Y"1, X;. Pak

n n
var(X) = > Z cov(X;, Xj) = > var(X)) + ) _ cov(X;, X)).

i=1 j=1 i=1 i#f

Spec. jsou-li X1, ..., X, nezavislé, pak

var(X) = En: var(X;)
i=1



Rozptyl soucCtu — ukazka

Problém Satnarky: n klobouku pfifadime nahodné n lidem.
X; je indikator jevu ,i-ty Clovék dostal svUj klobouk*
X=X



Prehled

Limitni véty — zakony velkych Cisel



Prvni zakon velkych Cisel
Véta
Necht X1, Xo, ... jsou n.n.v. se stfedni hodnotou . a rozptylem
02. Oznaéme Sy, = (X; + - -+ + Xn)/n. Pak
E((Sh— p)?) = 0.

Rikdme, Ze posloupnost priimért konverguje k . v Lo-normé (in
mean square).



Slaby zakon velkych Cisel (weak law of large numbers)
Véta
Necht X, ..., X, jsou n.n.v. se stfedni hodnotou . a rozptylem
o?. Oznaéme S, = (X1 + - -- + Xp)/n. Pak pro kazdé ¢ > 0 plati
nI|_>rr;o P(|Sh—p| >¢)=0.

Rikame, Ze posloupnost S, konverguje k 1. v pravdépodobnosti
(in probability).



Silny zakon velkych Cisel (strong law of large numbers)
Véta
Necht X, ..., X, jsou n.n.v. se stfedni hodnotou . a rozptylem
02. Oznaéme S, = (Xq + - -- + Xn)/n. Pak pro kaZdé > 0 plati

nIi_}m Sn = skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1).
o

Rikame, Ze posloupnost S, konverguje k 1. skoro jisté (almost
surely).



CLT
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