5. cvi€eni z PSt — 2. a 5.11.2020

Spojité ndhodné veliiny

e Exp()\) ma hustotu e~ *?, stiedni hodnotu 1/ a rozptyl 1/)2.

e N(0,1) ma hustotu p(z) = \/%6712/2, stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1.

x —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
®(x) | 0.00003 | 0.00135 | 0.02275 | 0.15866 | 0.500000 | 0.84135 | 0.97725 | 0.99865 | 0.99997

Dalsi hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table — sekce Cumulative.

1. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné ndhodny ¢as se objevi na Staroméstském naméssti. Kazdou
celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apostola.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pan Cheng uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez 15 minut.

(b) Co kdyz pan Cheng pfijde na Staroméstské namésti v uniformné nahodném ¢ase po poledni, tj.
12:00-24:007

2. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy — lomem v uniformné nahodném bodé. Bud X délka delsi ¢asti.
(a) Jakeé je rozdéleni X?
(b) Uréete E(X), var(X).

3. Predpokladejme, Ze u poStovni prepazky trva vyfizeni jednoho zakaznika Cas, ktery ma exponencidlni
rozdéleni a stfedni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr )\, jaka je distribu¢ni funkce?

(b) Jaké je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

4. Rikame, 7e nahodna veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd paméet, pokud
P(X>s+t|X>s)=P(X >t

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nema vliv na dobu, kterou budeme jesté ¢ekat. Na
druhém cviceni jsme vidéli, ze geometrické rozdéleni nema pamét. Ukazte, Ze ani exponenciilni rozdéleni
nemd pamét. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez paméti (a geometrické je
jediné diskrétni bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

5. Najdéte analogii ,,pravidla 30, neboli spoctéte P(|X —E(X)| < c-ox) (¢ =1,2,3), pokud
(a) X ma uniformni rozdéleni,
(b) X ~ Bap(1),
(¢c) X ~ Exp(2).

6. Pro jisty problém méame k dispozici dva algoritmy A a B. Algoritmus C spoé¢iva v tom, Ze si nahodné
vybereme, ktery z algoritmti A, B spustime — A bude mit pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p.
Dobu béhu A, B, C chapeme jako ndhodné veli¢iny, oznacime je X, Y, Z.

(a) Urcete Fyz pomoci Fy, Fy.

(b) Pokud jsou X, Y spojité, uréete fz pomoci fx, fy.

7. Necht X; ~ Exp(\;) pro i = 1,...,n jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me M = min(Xy,...,X,).
Ukazte, ze M ~ Exp(A + -+ A\p)-

8. (a) Necht X je diskrétni nebo spojita nahodna veli¢ina a X > 0 s.j. Pokud E(X) existuje, tak E(X) > 0.
Dokazte.



(b) Necht Y, Z jsou diskrétni nebo spojité nahodné veliciny a Y < Z s.j. Pokud E(Y), E(Z) existuji,
tak E(Y) < E(Z). Dokaite.

9. Necht Z ~ N(0,1). Pomoci tabulky funkce ® ovérte pravidlo 3¢, neboli spoctéte

(a) P(12] <1)

(b) P(]Z] <2)

(c) P(1Z] <3)

(d) Pfepiste, co to znamena pro n.v. X ~ N(u,0?).
10. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském arealu Jestéd, pomoci normél-
niho rozdéleni se stfedni hodnotou 40 (centrimetri) a smérodatnou odchylkou 10.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndim model uréi zapornou hodnotu snéhové pokryvky?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze snéhu napadne 50-70 cm?

11. Stfedni hodnota diskrétni i spojité nahodné veli¢iny spliiuje

11«:7()():/0oo P(X>t)dt—/_0 P(X < t)dt.

Generovani nidhodné veli¢iny, samplovani

12. Vzpomeiite si na vétu z prednasky. Necht U ~ U(0, 1). Jak vyrobite ndhodnou veli¢inu
(a) s rozdélenim N(0,1)?
(b) s Cauchyho rozdélenim?
(c) s exponencialnim rozdélenim?

13. Necht X, ..., X,, maji viechny stejné rozdéleni se stiedni hodnotou p a rozptylem o2. Oznaéme
Sp=(X1+---+X,)/n.

(a) Urcete E(Sy,) a var(Sy).

(b) Ukazte, jak lze pocitat S, z S,—1, X, a n.

(c) (Bonus) Sestavte program v libovolném jazyce a ovéite pomoci néj hodnotu p nékterého rozdélent,
o kterém jsme si rikali.

Bonusy

14. NéV(z)d, jak oveéfit, ze hustota normélniho rozdéleni se opravdu zintegruje na 1. Chceme vypoéitat [ =
fix;o e~* /2 resp. ukazat, ze I = v/2r. UkdZeme misto toho, ze I? = 2. Plati totiz

I* :/Oo /Oo e 2V 2 dpdy

a tento dvojny integral se velmi zjednodusi po prevodu do polarnich soufadnic.

15. (a) UvaZme seznam stati svéta a jejich aktualniho po¢tu obyvatel. Odhadnéte, kolik z téchto poctii
za¢ind jednickou! (Lhostejno, na které pozici na prvni jednicka je.)

(b) Srovnejte s né&jakou skuteénou tabulkou, napf. na https://www.worldometers.info/world-population/
population-by-country/.

(c) Promyslete, pro¢ by to tak mohlo byt. P¥ipadné si piectéte o Benfordové zdkonu.

K procviceni

16. Stiedni doba zivota harddisku je 4 roky. Piepokladejme, Ze tato doba je popsana nahodnou veli¢inou s
exponencialnim rozdélenim. (To neni realisticky pFedpoklad, viz napf. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)



(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze disk selze b&hem prvnich t¥i let?
(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze vydrzi alespon 10 let?
(¢) Po jaké dobé se rozbije 10% diskt?

17. Plutonium-238 mé poloc¢as rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci exponencialniho
rozdéleni: pro kazdy atom budeme ¢as, za ktery se rozpadne, povazovat za nezavislou ndhodnou veli¢inu
s rozdélenim Exp(\).

(a) Jakeé je A?

(b) Jaka je stiedni doba Zivota atomu plutonia-2387

(c) Po jaké dobé se rozpadne 90% atomii?

(d) Kolik procent atomi se rozpadne po 50 letech? (Nékteré kardiostimulatory pouZzivaji plutonium-238
jako zdroj enegerie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

18. Doba, za kterou uvidime meteorit, je exponencialné rozdélena se stfedni hodnotou 1 (minuta).
(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?
(b) Jaké je pravdépodobnost, Ze se do¢kdme za nejvyse jednu minutu?
(c) * Jaké je rozdéleni casu, kdy uvidime druhy meteorit? TFeti, ... (PFedpokladame, Ze jednotlivé
meteority jsou navzajem nezavislé.)
19. X ~ N(0,1), Y ~ N(1,4).
(a) Najdéte linearni funkei f(¢t) = a -t + b, aby f(Y) méla stejnou distribuci jako X.
(b) Spoctéte P(X < 1), P(X > 2).
(c) Spoctéte P(Y < 0), P(Y > 2).
20. Bud' Y minimum z & uniformné ndhodnych ¢isel z intervalu [0, 1]. Spoctete E(Y).

21. Frantovi jsme ve skoku do dalky naméfili 9 metri, coz prekonévéa svétovy rekord o 5 cm. Pfi méfeni
jsme se ovSem dopustili chyby s rozdélenim N(0,0.01). Jaka je pravdépodobnost, Ze byl rekord skute¢né
prekonéan?

22. Necht X ~ N(0,1) a Y = |X|. Urcete E(Y) a var(Y).



