
Zápočtová ṕısemka 30.10.2020

1.(6 bod̊u) Nalezněte infimum množiny

M =
∞⋃

n=2

{ 1

log n

}
.

Nezapomeňte podrobně dokázat obě vlastnosti infima.

2.(6 bod̊u) Spočtěte následuj́ıćı limitu

lim
n→∞

(
√

n4 + 3n2 − 1−
√

n4 + (−1)nn).

3.(10 bod̊u) Spočtěte následuj́ıćı limitu

lim
n→∞

(n + 1)! + 5n+1

nn + n3
.

Podrobně od̊uvodněte všechny limity.
4.(10 bod̊u) Spočtěte následuj́ıćı limitu

lim
n→∞

log(log(5n + 4n))

log(n5 + n4)
.

5.(8 bod̊u) Rozhodněte o pravdivosti následuj́ıćıch dvou implikaćı ([x] znač́ı
celou část x ∈ R):

A) Existuje vlastńı lim
n→∞

[an]⇒ Existuje vlastńı lim
n→∞

an.

B) Existuje vlastńı lim
n→∞

an ⇒ Existuje vlastńı lim
n→∞

[an].

Podmı́nkou k uděleńı zápočtu je źıskáńı 20 bod̊u. Přeji Vám mnoho štěst́ı.

Náznak řešeńı je na daľśı straně.

1
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Stručné řešeńı
1. inf M = 0
a) ∀n ≥ 2 1

log n
≥ 0

b) ∀y ∈ R, y > 0 volme n =
[
e

1
y

]
+ 1, pak n > e

1
y ⇒ log n > 1

y
⇒ y > 1

log n
.

2. Standardně rozš́ı̌ŕıme podle (
√

a−
√

b)(
√

a +
√

b) = a− b a

= lim
n→∞

3n2 − 1− (−1)nn√
n4 + 3n2 − 1 +

√
n4 + (−1)nn

=

= lim
n→∞

3− 1
n2 − (−1)n 1

n√
1 + 3 1

n2 − 1
n4 +

√
1 + (−1)n 1

n3

=
3√

1 +
√

1
=

3

2
,

kde použijeme aritmetiku limit a strážńıky.
3. Vyjde 0 za použit́ı strážńık̊u

0 ≤ (n + 1)! + 5n+1

nn + n3
≤ (n + 1)! + 5n+1

nn

a odhad̊u

5n+1

nn
= 5

5

n

5

n
· · · 5

n
≤ 5 · 1 · 1 · · · 1 · 5

n
=

25

n
pro n ≥ 5

a
(n + 1)!

nn
= 1

2

n

3

n
. . .

n + 1

n
≤ 1

2

n
· 1 · · · 1 · n + 1

n
=

2(n + 1)

n2
.

4. Vyjde 1
5

za použit́ı strážńık̊u

log(log(5n))

log(2n5)
≤ log(log(5n + 4n))

log(n5 + n4)
≤ log(log(2 · 5n))

log(n5)
.

Nyńı

log(log(5n))

log(2n5)
=

log(n log(5))

log 2 + 5 log n
=

log n + log log(5)

log 2 + 5 log n
=

1 + log log(5)
log n

log 2
log n

+ 5

a podobně

log(log(2 · 5n))

log(n5)
=

log(log 2 + n log 5)

5 log n
≤ log(2n log 5)

5 log n
=

log n + log(2 log 5))

5 log n
.

5.

A) neplat́ı pro an =
3

2
+ (−1)n 1

4
, pak lim

n→∞
[an] = lim

n→∞
1 = 1.

B) neplat́ı pro an = 1 + (−1)n 1

n
, pak [a2k] = 1 a [a2k+1] = 0.


