4. cvi€eni z PSt — 26. a 29.10.2020

Diskrétni nahodné veli¢iny, zejména vektory

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je definovana vztehem py y (z,y) = P(X = z,Y = y). Pfipomeiite
si, jak z ni zjistit ,,jednorozmérné funkce“ px, py.

1. Ze standardniho bali¢ku s 52 kartami vytdhneme dvé karty. Oznacime X pocet vytaZzenych es, Y pocet
krala. Uréete sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,

by
2. Hodime t¥ikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubi v prvnich dvou hodech a Y poéet lict v poslednich dvou

hodech.
(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkei py y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,

by.
(b) Jsou X a Y nezavislé?
(c) Urcete P(X <Y).
(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkce px |y
3. Oznacme X5, X5, X3 vysledky tif nezavislych hodi ¢tyfsténnou kostkou (s isly 1, ..., 4).

(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce ¥ = max(X;, X5)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z = max(X;, X, X3)?
(c) O kolik se zvysi stfedni hodnota tim, Ze miZeme hézet tfikrat? Neboli, o kolik je vyssi E(Z) nez
E(Xy)?
Népovéda: Urcete napied P(Y < k), P(Z <k)?

4. Ukazte, Ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati

PX <z, Y <y =PX <z)P(Y <y).

5. * Oznafme M pocet emailil, které dostaneme za den, S pocet spamt mezi nimi, H pocet ,ham* — téch, co
nejsou spamy. Predpokladejme, ze M ~ Pois(\) a ze kazdy email ma nezavisle na ostatnich pravdépodobnost
p, Ze je to spam.

(a) Vyjadiete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M a S.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(pA).

(¢) Odvodte, ze H ~ Pois((1 — p)A) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.

Spojité ndhodné veli¢iny

Piipomeiite si, ze distribu¢ni funkce Fx je definovana vztahem
Fx(z) = P(X <ux).

V nékterych pripadech je Fx(x) = ffoo fx (t)dt pro vhodnou nezépornou funkeci fx (hustotu X). Pak je
P(X € A) = [, fx(t)dt. Plati také E(X) = [*_t fx(t)dt a obecngji

E(g(X)) = / Y o) fx(

Stejné jako pro diskrétni n.v. plati, Ze var(X) = E(X?) — (E(X))?.
6. Necht X je spojita ndhodna veli¢ina. Vyjadiete pomoci Fx distribu¢ni funkei ndhodnych veli¢in
(a) XT = max(0, X), (b) X~ = —min(X,0), () I X|=XT+ X, (d) —X.

7. Necht Fx je dana pfedpisem Fx(x) = x/3 pro = € [0,3], Fx(z) =0proz <0 a Fx(z) =1 pro x > 1.
Necht Y =1/X a Z = X?. Spoététe
(a) P(1 <X <2)



(b) P(X <)

(¢) P(X < 2)

(d) hustotni funkei fx.

(e) distribu¢ni funkce Fy a F.

8. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné ndhodny ¢as se objevi na Staroméstském naméssti. Kazdou
celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 figur apostola.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pan Cheng uvidi apostoly, aniZ by ¢ekal déle nez 15 minut.

(b) Co kdyZz pan Cheng piijde na Staroméstské namésti v uniformné ndhodném ¢ase po poledni, tj.
12:00-24:007

9. Hazime na ter¢ — kruh o poloméru 1. Pfedpokladejme, Ze kazdy bod v ter¢i ma stejnou pravdépodobnost
zasahu, presnéji, kazda jeho podmnozina mé pravdépodobnost imérnou své plose. Ozna¢me X vzdalenost
od stfedu.

(a) Najdéte distribu¢ni funkci Flx.

(b) Najdéte hustotni funkei fx.

(c) Zjistste E(X), var(X), ox.

10. Necht U ~ U(0,1) a p € [0, 1]. Uvazme funkci

0 proxz>p
g(t) =
1 proxz<p

Co mitizete Fict of n.v. X = g(U)? Spoctéte jeji stfedni hodnotu dvéma zpisoby.

Bonusy
11. Na kostce padne ¢éislo ¢ s pravdépodobnosti p; pro ¢« = 1,...,6. Hodime n-krat a oznac¢ime X; pocet
hodt, kdy padlo .

(a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkci pro n.v. Xy, ..., X,,.

(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?

12. * V tipovaci hie méa soutézici na vybér n otazek, ze kterych si mtze postupné vybirat. U i-té otazky s
pravdépodobnosti p; odpovi spravné, ziské za to h; korun a pravo dalsiho vybéru. Pokud neodpovi spravné,
kon¢i. Predpokladejme, Ze cilem je maximalizovat stfedni hodnotu zisku. Ukazte, Ze toho docili, bude-li
vybirat otazky sefazené podle hodnoty fi—};i.

13. Poéitani obsahu kruhu ndhodnym samplovanim. Vygenerujeme nadhodny bod ve ¢tverci (ob& soufadnice
budou mit rozdéleni U(0, 1)). Ozna¢ime X; indikator jevu ,i-ty bod leZi ve vepsaném kruhu.

(a) Urcete E(X;), var(X;).

(b) Polozte S, = (X1 + -+ X,)/n. Urcéete E(S,,) a var(S,).

(c) Ukazte, jak lze pocitat S, z Sp—1, X, an.

(d) Sestavte program v libovolném jazyce a spocitejte pomoci n&j hodnotu 7. (Jak velké n myslite, Ze
bude potieba pro pét spravnych ¢islic?)



