KONECNE AUTOMATY

Pojem ,automat“ je historicky spojen s né&jakou konstruktivni, algoritmickou
procedurou rozhodujici néjaky problém, ¢i abstraktnéji fec¢eno, rozhodujici o tom,
zda né&jaky prvek patii do dané mnoziny (napf¥. zda vstupni &islo je prvocislo nebo
zda je sudé). V tomto smyslu se mluvi i o ,,Turingové automatu®, ackoli se dnes
ustalil pojem ,, Turingtv stroj* a termin , kone¢ny automat® je rezervovan pro jed-
nodussi rozhodovaci procedury, kterymi se budeme zabyvat zde.

Pro rtizné rozhodovaci postupy se také objevuje rozliSeni mezi determinismem a
nedeterminismem. V nékterych piipadech ma nedeterminismus véts{ silu, v nékte-
rych nikoli, v nékterych se to nevi. V pfipadé kone¢nych automatt odpovida deter-
minismus a nedeterminismus rozliSeni mezi rozeznatelngmi a raciondlnimi podmno-
zinami monoidu. Klicovym vysledkem je zde ovsem Kleeneova véta, kterd ukazuje,
Ze pro volny monoid nad kone¢nou abecedou (tedy pro monoid slov) je sila de-
terministickych a nedeterministickych automatt ekvivalentni. To je dvod, pro¢ se
v informatice Casto obecny rozdil mezi racionalnimi a rozeznatelnymi mnozinami
ignoruje a mluvi se prosté o reguldrnich jazycich. Z algebraického hlediska je ovsem
rozliSeni dulezité a je pou¢né i pro jazyky nad konec¢nou abecedou.

Racionalni podmnoziny monoidu. Necht (M, -,15/) je monoid, tedy mnoZina
M s binarni asociativni operaci a neutralnim prvkem (jednotkou). Systémem raci-
onélnich podmnozin M, zna¢ime Rat(M), je systém definovan induktivng takto:

e A € Rat(M) pro viechny konetné mnoZiny A,
e pokud A, B € Rat(M), pak také AU B € Rat(M),
o pokud A, B € Rat(M), pak také A - B € Rat(M),
e pokud A € Rat(M), pak také (A) € Rat(M).

Sou¢in mnozin pfitom definujeme A-B = {a-b|a € A,b € B} a uzavérem (A)
mnoziny A minime nejmensi podmonoid M obsahujici A.

7 induktivni definice racionélnich mnozin plyne, Zze kazdou racionalni mnozinu
lze popsat jako posloupnost operaci sjednoceni, nasobeni a uzavéru aplikovanych
na kone¢né mnoziny. Tuto posloupnost lze zapsat tzv. requldrnim vijrazem.

Reguldarnim vyrazem nad abecedou ¥ je kazdé spravné utvofené slovo nad ¥ a
opera¢nimi symboly {1,0, +, -, *}, kde 1 a 0 jsou konstanty, + a - jsou binarnf
symboly a * je unarni symbol.

Regularni vyrazy jsou tedy dany nésledujici induktivni definici.

e 1,0 aa € X jsou regularni vyrazy (nazyvané atomické);
e jsou-li  a s regularni vyrazy, je i
~(r-s)
~(r+s)
- ()
regularni vyraz.

Symbol * se nazyva Kleeneova hvézda. Pokud piijmeme obvyklou pfednost sym-
bolu nasobeni pifed symbolem s¢itani a prednost Kleeneovy hvézdy pied symboly
séitani a nésobeni, muzeme vynechévat nékteré zavorky. Symbol nasobeni také ob-
vykle nahrazujeme prostym zretézenim. Vyrazy r-r* a r* - r se obvykle zkracuji na
rT (tzv. Kleeneovo plus).

Rozsiveny requldrnd vijraz je definovan pfidanim unarniho symbolu  a pravidla

e je-li r regularni vyraz, je i (T) regularni vyraz.
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Jak jiz bylo feceno, kazdou racionalni podmnozinu monoidu M lze definovat
regularnim vyrazem nad X, kde M = (¥). A naopak, kazdy regularni vyraz nad ¥
definuje néjakou racionalni podmnozinu M.

Souvislost je dana nasledujicimi pfirozenymi pravidly.

Reguléarnimu vyrazu 0 odpovida prazda mnozina;

regularnimu vyrazu 1 odpovida mnozina {1,s};

regularnimu vyrazu a € ¥ odpovida mnozina {a};

regularnimu vyrazu (r - s), kde r je regularni vyraz odpovidajici mnozing A
a s je regularni vyraz odpovidajici mnoziné B, odpovidd mnozina A - B;

e regularnimu vyrazu (r + s), kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoziné

A a s je regularni vyraz odpovidajici mnoziné B, odpovida mnozina AU B;
e regularnimu vyrazu r*, kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoziné A,

odpovida mnozina (A).

Konetna mnozina {my, ms, ..., my}, kde
mi; = Q3,142 " Q4 k;
a; € X, je pfitom definovana regularnim vyrazem
a1,101,2° " A1k, +A21022 G2k, + "+ An10p2 - Ank, -
Pro rozsifeny regularni vyraz navic plati, ze
e regularnimu vyrazu 7, kde r je regularni vyraz odpovidajici mnoziné A,
odpovida mnozina ¥* \ A (tedy doplnek A v ¥*).

Poznamenejme, Ze Rat(M) obecnd neni uzaviena na komplement. Z Kleeneovy
véty (niZe) ovSem vyplyne, Ze na komplement jsou uzavieny regularni jazyky (tedy
racionalni mnoziny slov nad kone¢nou abecedou), protoze v deterministickych au-
tomatech lze ziskat komplement pomoci komplementu mnoziny pfijimajicich stavi.
Pro jazyky nad konecnou abecedou je tedy mozné uvazovat rozsifené regularni vy-
razy. Uvedena korespondence je rovnéz divodem, pro¢ se racionalni mnoziny nékdy
oznacuji jako ,regularni mnoziny* i v obecném ptipadé.

Nedeterministické automaty nad monoidem. Nedeterministicky M -automat
A je ¢tverice (Q, 0,1, F), kde @ je mnozina stavi, § C Q x M x Q je pfechodovd
relace, I C Q je mnoZina pocdtecnich stavii a F' C @ je mnoZina prijimagicich stavi.
Automat se nazyva konecng, pokud je § koneéné mnozina.

Prvek (¢, m,q’) € § si typicky predstavujeme jako ipku vedouci ze stavu ¢ do
stavu ¢ a oznacenou popiskou m a cely automat jako orientovany graf s ohod-
nocenymi hranami. Automat prijimd prvek m € M, pokud v takto definova-
ném grafu existuje cesta z poc¢atecniho stavu do néjakého piijimajiciho stavu jejiz
ohodnoceni je rovno m. Pfesnéji, takova prijimagici cesta prvku m je posloup-
nost (qo, m1,q1,M2,q2, .., M, qk), kKde m = my - ma -+ my, (gi—1, M4, q;) € § pro
vSechna i =1,2,...,k, go € I a g € F. Mnozinu prvka pfijimanych nedeterminis-
tickym automatem A znacime L(A). (Rikédme také, Ze A piijimd L(A). Dvojznadc-
nost mezi terminy ,pfijimany prvek* a ,pfijimand mnozina“ by nemeéla piisobit
zmatek.) Automaty pFijimajici stejnou mnozinu nazyvame ekvivalentni.

Vsimnéme-si, Ze definice dovoluje tzv. e-prechody, tedy prvky (q, 1ar,q’). To nize
umozni nékteré elegantni konstrukce. Na druhou stranu bychom nékdy chtéli uva-
zovat automaty bez e-pfechodu. Jesté piisnéji, pro néjakou podmnozinu > C M
muZeme uvazovat nedeterministicky M -automat nad X, kde § C Q X ¥ x Q.



Podminky na prechodovou funkci mtizeme naopak uvolnit a dovolit, aby hrany
byly ohodnoceny racionalnimi mnoZinami, tj. 6 C @ x Rat(M) x Q. Pak mluvime
o nedeterministickém M -automatu nad Rat(M). Piijimajici cesta prvku m je pak
definovana jako posloupnost (qo, A1, q1,A2,q2,. .., Ak, qr), kde (¢i—1,4i,q;) € 9,
m=mgy-ms---my pro néjaka m; € A; a qx € F.

Mnoziny pfijimané koneénymi nedeterministickymi automaty presné odpovidaji
racionalnim mnozindm monoidu M v nasledujicim smyslu:

Vé&ta. Necht je M monoid, A C M a M = (X). Ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(1) A € Rat(M);

(2) existuje koneény nedeterministicky M -automat prijimagici A;

(8) existuje konecny nedeterministicky M -automat nad ¥ s jedingm vstupnim
stavem prijimagici A;

(4) existuje konecny nedeterministicky M -automat nad Rat(M) pFijimajici A.

Diikaz.
1) = Indukci podle definice racionélni mnoziny zkonstruujeme automat,
ktery jazyk pfijima (jde o tzv. Thompsonovu konstrukci).

o Je-li A= {my,mg, ...,my} konecna mnozina, ma koneény automat tvar
mi
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e Mame-li automaty pro mnoziny A a B, ziskdime automaty pro A-B a AUB
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e Automat pro (A) ziskdme z automatu pro A takto:

(Vngjsi vstupni a piijimajici stavy s e-pfechodem jsou zde pridany proto,
aby automat p¥ijimal jedni¢ku. Pokud jazyk A uZ jedni¢ku piijima, stacilo
by pridat pouze hranu vedouci z f4 do i 4. VSimnéme si, Ze obecné nelze jed-
ni¢ku do jazyka piidat e-pfechodem z i4 do fa, protoze tak bychom mohli
nepatfi¢né pridat prvky odpovidajici cestam z f4 do fa neprochézejicim
poCatednim stavem.)

= Vzhledem k tomu, Ze 3 generuje M, lze kazdy prechod (g, m,q’), kde
m # 1, nahradit pfechody (q, s0,41), (¢1,51,92), ---, (qk, Sk, q'), kde ¢; jsou nové
stavy, s; € X am = s159 - - - Sg.

Zbyva eliminovat e-pfechody. Tém se také nékdy iika ,spontanni“ pfechody,
protoZe za piftomnosti pfechodu (gq,1,q’) lze stav ¢ kdykoli podle libosti zaménit
za ¢'. Takové spontanni piechody lze odstranit tim, Ze jiz p¥i vstupu do stavu ¢
,donutime* automat, aby se ,,rozhodl“, zda chce spontanni pfechod vyuzit, nebo ne.
Formalné budeme postupovat takto. Nejprve pfidame novy pocatecni stav a z néj
jdouci e-pfechody do dosavadnich poc¢atecnich stavi, pficemz tento novy pocatecéni
stav bude nadéle jedinym pocateénim stavem. Déle vytvorime tranzitivni uzavér
e-prechodi, to znamené, Ze priddme nové e-prechody tak, aby pfitomnost pfechodu
(¢,1,4") a (¢’,1,¢"”) implikovala pfitomnost pfechodu (g,1,¢”). Nyni pro vSechny
dvojice prechodi (s,m,q), (¢,¢,¢"), kde m # 1, pfidame pfechod (s,m,q’) a poté
vSechny e-pfechody odstranime.

Ziskame tak automat v pozadovaném tvaru. Ovéfeni, Ze je ekvivalentni automatu
ptvodnimu, je pfimodaré. Stadi z pFijimajici cesty odstranit (nebo do ni pro opaénou
inkluzi pfidat) pfislusné e-prechody.

) Staci nahradit kazdy prechod (¢, m,q’) pfechodem (g, {m},q).

' ' Necht jsou stavy automatu ¢q, go,..., ¢,. Automat nejprve upravime
tak, aby mél jediny vstupni stav, do kterého nevedou zadné (neprazdné) prechody,
a jediny piijimajici stav, ve kterém zadné (neprazdné) prechody nezaéinaji. To lze
docilit pfidanim nového pocateéniho (resp. nového koncového) stavu go (resp. gn+1)
a pfidanim e-pfechodt do piivodnich pocatecnich (resp. z pivodnich pFijimajicich)
stavi. Dale mazeme predpokladat, ze pro libovolnou dvojici stavii (g;, q;), véetné
smycek (g;, g;), existuje pravé jeden piechod (g;, 4; ;, ¢;), protoze nasobné prechody
miuZeme sloucit pomoci sjednoceni jazyku a pro neexistujici pfechody definujeme
Ai,j = @

Nyni postupné eliminujeme vSechny stavy kromé ¢o a ¢,41 takto: Odstranime
zvoleny vrchol ¢; a pro v8echna j, k # i definujeme nové jazyky

ik = Ajr U Az (Aig) Ai g
Je opét primocaré ovérit, Zze nové vznikly automat je ekvivalentni ptvodnimu. Li-
bovolny tsek piijimajici cesty tvaru q;, m1,q;, ma, ¢;, M3, ..., ¢, Mg, g v pivodnim

automatu totiz odpovida cesté g;, m, g, kde m = mimgo---my € AJ x> & naopak.



Nové jazyky jsou pfitom vSechny racionalni. Po odstranéni vSech vrcholi tedy zi-
stane jediny (neprazdny) prechod (qo, A, gn+1) & A € Rat(M). O

Rozpoznatelné podmnoziny monoidu. Jinym zpiisobem, jak efektivné popsat
podmnozinu monoidu je pojem rozpoznatelnosti. Rekneme, ze monoid N rozezndvd
mnozinu L C M, pokud existuje homomorfismus ¢ : M — N takovy, ze L =
¢~ lp(L).

Piipomeiime, Ze jddrem homomorfismu ¢ rozumime ekvivalenci ~, definovanou:

u ~, v, pravé kdyz p(u) = ¢(v).

Pritom plati, Ze jddro homomorfismu je vzdy kongruence; a naopak, kazda kongru-
ence ~ na M definuje homomorfismus (pFirozenou projekci)

o:M— M/,

vztahem o(u) = [u], jehoZ jadrem je pravé ~ (kde [u] znadi t¥idu, ve které lezi u).

Je tedy vidét, Zze monoidy rozeznavajici mnozinu L jsou dany kongruencemi
monoidu M, pro které plati, ze L se rozklada na t¥idy této kongruence. Necht je ~
takova kongruence. Pak u ~ v implikuje rus ~ rvs pro kazdé r a s, neboli

(1) Vr,seM: ruse€ L & rvs e L.

Pifimocaie lze ovérit, Ze pokud definujeme ekvivalenci u ~j v vztahem , do-
staneme kongruenci. Ta se nazyva syntaktickd kongruence mnoziny L, monoid
Synt(L) := M/~ se nazyva syntakticky monoid mnoziny L a p¥islusna pfirozena
projekce se nazyva syntakticky homomorfismus. Z definice je vidét, Ze je to nejvétsi
kongruence, pro kterou se mnozina L rozklada na t¥idy. (,,Nejvétsi* znamena, Ze
ma nejmensi pocet t¥id a vSechny ostatni jsou jejim zjemnénim.) Monoid M/, se
nazyva syntakticky monoid mnoziny L, a je to tedy nejmensi monoid rozeznavajici
mnozinu L, a to pomoci piirozené projekce u — [u].

Deterministické automaty nad monoidem. Deterministicky M -automat je
Ctvefice A = (Q, 9, qo, F). Podobné jako u nedeterministého automatu je ) mnoZina
stavi, qo € Q je pocdtecni stav a F' C @ je mnozina piijimagicich stavi. Namisto
prechodové relace oviem mame prechodovou funkci § : Q x M — @, kterd pro
vechna u, v € M a v8echna g € @ spliwje 6(0(q, u),v) = 6(q,u-v), a 6(q, 1) = q.
Namisto §(¢, u) piSeme ¢ - u, a podminky potom maji tvar

(q-u)-v:q-(u-v),
qg-1=gq.

(Vsimnéte si, Ze pouzivame znak nasobeni ve dvou riznych vyznamech.) Determi-
nisticky automat se nazyva konecny, pokud je mnozina stavii @@ kone¢na. Automat
A pFijimd mnozinu

LAy ={ue M]|qg-ueF}.

Homomorfismus ¢ : M — N, s jehoz pomoci rozeznava N mnozinu L C M,
piirozené definuje deterministicky automat A, = (p(M),d, 1y, F') nad M, kde 0 je
definovano predpisem (u)-v = ¢(u-v) a F = ¢(L). Snadno ovéfime, ze L(A,) = L.

Uvazujme naopak deterministicky automat A = (Q, 9, go, F') nad M. Kazdé slovo
u € M urcuje zobrazeni ¢, : Q — @ dané vztahem 0,(q) = ¢ - u, tzv. transformaci
mnoziny stavi. Na transformacich definujeme binarni operaci jako skladani zleva:

5u ' 51} = 5uva



¢imz vznikne transformacni monoid automatu A:
T(A) := ({6, | ue M},-,id).

Snadno ovéfime, ze monoid T'(A) rozeznava L(A) pomoci homomorfismu ¢ : u +—
Ou-

Je-li mnozina L C M rozeznavana néjakym koneé¢nym monoidem, nazyva se roz-
poznatelnd. T¥idu rozpoznatelnych podmnozin M zna¢im Rec(M). Z dosavadnich
dvah plyne:

Véta. Necht L C M. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

e L je rozpoznatelny;
e L je prigimdn koneénym deterministickym automatem nad M ;
e syntaktickd kongruence L je konecnd.

Minimalni automat. Jiz jsme fekli, Ze nejmensi monoid N rozeznavajici danou
mnozinu L C M je dan syntaktickou kongruenci jako N = M/.,. Prvky N nam
soucasné poslouzily jako stavy deterministického automatu, ktery pfijima L. Mi-
Zeme se ptat, zda je tento automat nejmensi moZny (tj., zda méa nejmensi mozny
pocet stavii).

Je-li naopak dan automat (nap¥. co nejmensi) pfijimajici L, sestrojili jsme k
nému monoid rozeznavajici L jako monoid transformaci. Opét se mizeme ptat, zda
se jedna o nejmensi takovy monoid.

Je vidét, ze odpovéd nebude v obou pripadech kladna. Vyjdeme-li totiz od né-
jakého rozeznavajictho monoidu N, zkonstruujeme k nému automat a k tomuto
automatu jeho monoid transformaci, nedostaneme pivodni N, ale néjaky obecné
vétsi monoid obsahujici zobrazeni N — N. Pokud by mél byt monoid transformaci
nejmensim piijimajicim monoidem, muselo by tedy byt stavii nejmensiho automatu
méné nez prvka syntaktického monoidu. Je to mozné?

Chceme-li snizit pocet stavii na minimum, uvazujme nasledovné. Stav automatu
v daném okamziku plné€ urcuje, jak se bude automat dale chovat. Ur¢uje zejména,
jaké nasledujici vstupy budou pfijaty. To je také to jediné, co nas na daném stavu
zajimé. Z toho plynou dva poznatky:

e pokud gy - u = qo - v, pak pro jakékoli w € M plati, ze uw € L pravé kdyz
vw € L;
e stav ¢, = qo - u je plné charakterizovan jazykem pfijimanym z q,, coz je
jazyk L(u) :== {w € M | uw € L}. Jazyk L(u) se ¢asto znaci u~1L a takové
jazyky nazyvame levé kvocienty L.
Levé kvocienty, ozna¢me jejich mnozinu @), tedy tvori stavy miniméalniho determi-
nistického automatu Ay, = (Qr,d, 1ar, F') piijimajiciho L, kde pfechodova funkce
je definovana podobné jako vyse predpisem L(u)-v = L(u-v).

Levé kvocienty definuji tzv. Myhillovu-Nerodovu ekvivalenci ~g, kde u ~g v,
pravé kdyz L(u) = L(v). Tato ekvivalence typicky neni kongruence (ovéite!), nicméné
pro kazdé s € M platiu ~gv=u-s~guv-s.

S pouzitim ,lingvistickych® termint lze ¥ict, Ze Myhillova-Nerodova ekvivalence
ztotoznuje prvky, které maji v L stejny pravy kontext. Podobné lze syntaktickou
kongruenci definovat jako ekvivalenci ztotoZiiujici prvky se stejnym (oboustrannym)
kontextem definovanym pro u jako mnozina Cr,(u) = {(r, s) | rus € L}. Syntakticka
kongruence je tedy zjemnénim Myhillovy-Nerodovy ekvivalence.

Otézky z tvodu tohoto oddilu jsou tedy zodpovézeny nasledujici vétou.



Véta. Monoid transformaci minimdlniho automatu je isomorfni syntaktickému
monoidu.

Diikaz. Necht 6, € T(Ar) znaci transformaci L(r) — L(ru). UkdZeme, Ze zobrazeni
0y > [u] je isomorfismus T'(Ayp) a Synt(M). Zobrazeni je surjektivni homomorfis-
mus, protoze
O+ Oy = Oy > [uv] = [u] - [v].
(Poznamenejme, 7Ze [u] - [v] zde zna&i soudin tfid kongruence. Vsechny predchozi
rovnosti tedy trivialné plynou z definic.) Zbyva ukéazat, Ze zobrazeni je prosteé.
Nerovnost §,, # d,, znamena, ze

0u(L(r)) = L(ru) # L(rv) = 6,(L(r))

pro ngjaké r € M. Existuje tedy s € M, pro které rus € L neni ekvivalentni
rvs € L. Tedy [u] # [v], coz jsme chtéli ukazat. O

Vztah racionalnich a rozpoznatelnych podmnoZzin.

Véta (McKnight). Inkluze Rec(M) C Rat(M) plati, prdvé kdyZ je monoid M
konecné generovany.

Driikaz. Je snadné ovéfit, ze kazda racionalni mnozina lezi v kone¢né generované
nadmnoziné. Soucasné plati, ze M je vzdy rozpoznatelna trividlnim monoidem {1}.
Pokud je tedy M nekone¢né generovany, je M rozpoznatelnd mnozina, ktera neni
racionalni.

Je-li naopak M generovany kone¢nou mnozinou ¥ a Synt(L) je kone¢ny, pak
Ize prechodovou funkei deterministického automatu A;, nahradit kone¢nou precho-
dovou relaci, ktera obsahuje v8echny trojice (q,u,q’), kde s € 3, ¢ € Qp a kde
¢’ = q - u je dano prechodovou funkei Ay, . O

Druhé implikace predchoziho ditkazu ukazuje rozdil mezi konecnosti determinis-
tického a nedeterministického automatu. Chapeme-li automat jako orientovany graf
s ohodnocenymi hranami, znamena kone¢nost deterministického automatu pouze
kone¢ny pocet vrcholi, nikoli kone¢ny pocet hran. Definice prechodové funkce na-
opak pro nekonecény monoid M pocita s nekoneénym poctem hran vychazejicim z
kazdého vrcholu. Pfechod ke koneénému nedeterministickému automatu spociva v
redukci téchto hran pouze na ty, které jsou ohodnoceny generujicimi prvky.

Véta (Kleene). Pro konecnou abecedu ¥ plati Rec(¥*) = Rat(X*).

Diikaz. Diky McKnightové vété zbyva ukazat, ze kazdéa racionalni podmnozina >*
je rozpoznatelna. Diky charakterizacim Rat(M) a Rec(M) pomoci automatt staci
ukéazat, Ze nedeterministicky X*-automat A = (Q, 4,1, F') nad ¥ lze transformovat
na deterministicky >*-automat.

Mnozinou stavi hledaného deterministického automatu bude potenéni mnozina
P(Q), pocatetnim stavem je I a mnozinou pfijimajicich stavi je F/ = {S | SN
F # (}. Klicovym krokem diikazu je nasledujici definice pfechodové funkce. Necht
S eP(Q),aac . Pak

S-a={qeQ|(d,a,q) €6 pro ngjaké ¢ € S}.
Na zakladé tohoto predpisu dostavame z asociativniho pozadavku na determinis-
ticky automat induktivni definici S-v = (S - u) - a, kde v = wa, v € ¥*, a € 3,
pficemz S - ¢ = S pro v8echna S € P(Q). Tato definice je korektni diky tomu, Ze
kazdé slovo mé jednoznacny rozklad na soucin pismen.



Je nyni snadné ovéfit (indukei), ze I -v € F', pravé kdyZz existuje pfijimajict
cesta v A. O

e Ukazte, ze {0} neni rozpoznatelnou mnoZzinou monoidu (Z,+) (a inkluze z
véty je tedy v tomto pFipadé ostra).

e Co selze pfi pokusu rozsifit nedeterministicky automat pfijimajici {0} v
(Z,+) na deterministicky?

e Je {0} rozpoznatelnou mnozinou monoidu (N, +)?

e Je N racionalni mnozinou monoidu (N, -)?

Pozndmka: Monoidy, pro které plati Kleeneova véta, se nazyvaji Kleeneho mo-
noidy. Vidéli jsme, Ze volny, koneéné generovany monoid je Kleeneho monoid. Je
mozné tuto podminku zeslabit? Predpokladejme, Ze 3 je kone¢né generujici mno-
Zina monoidu M. Definice prechodové funkce na generatorech je vzdy korektni.
Problematicka je jednoznac¢nost definice S - u, pokud mé w vice faktorizaci na ge-
neratory. To se muzeme pokusit obejit nasledujicim zptisobem. Definujme

S.u= U (S-v)-a.

u=v-a

Neboli: S'-u je mnozina stavii, do kterych se lze dostat z ngjakého stavu S néjakou
faktorizaci u = v - a, kde a € 3. To je induktivni definice, ktera je korektni, pokud
na M existuje uspordadani < kompatibilni s monoidovou operaci, tj. spliujici, Ze
v < v-a pro viechna v € M a vS8echna a € X.

Syntakticka kongruence a syntakticky monoid. Rekneme, e monoid M roze-
zndvd jazyk L C X* ) pokud existuje mnozina F' C M a homomorfismus ¢ : ¥* — M
takové, ze w € L, pravé kdyz ¢(w) € F; neboli L = ¢~ (F). Mnozinu F p¥itom ne-
musime predem zmihovat, protoZe zjevné F' = p(L). Stac¢i tedy poZzadovat existenci
homomorfismu ¢, pro ktery je L = ¢~ tp(L).

Piipomeiime, Ze jddrem homomorfismu ¢ rozumime ekvivalenci ~, definovanou:

u ~y v, pravé kdyz ¢(u) = ¢(v).

Pritom plati, Ze jadro homomorfismu je vzdy kongruence; a naopak, kazda kongru-
ence ~ na %* definuje homomorfismus

CED VRN

vztahem (u) = [u], jehoZ jadrem je pravé ~ ([u] znadi t¥idu, ve které lezi u).

Je tedy vidét, Ze monoidy rozeznévajici jazyk L jsou dany kongruencemi monoidu
3*, pro které plati, Zze L se rozklada na t¥idy této kongruence. Necht je ~ takova
kongruence. Pak u ~ v implikuje rus ~ rvs pro kazdé r a s, neboli

(2) Vr,s € ¥*: rus € L < rvs € L.

Primocate lze ovérit, Ze pokud definujeme ekvivalenci u ~g v vztahem , dosta-
neme kongruenci. Ta se nazyva syntaktickd kongruence jazyka L. Z definice je vidét,
7e je to nejvétsi kongruence, pro kterou se jazyk L rozklada na tfidy. (,,Nejvetsi
znamend, %e ma nejmensi pocet t¥id a vSechny ostatni jsou jejim zjemnénim.) Mo-
noid ¥*/. . se nazyva syntakticky monoid jazyka L, a je to tedy nejmensi monoid
rozeznévajici jazyk L. Uvidime, Ze jazyk je regularni, pravé kdyz je jeho syntakticky
monoid kone¢ny.



Prava kongruence a minimalni automat. Definujme
Cr(u)={(r,s) | rus € L}

mnozinu kontexti slova u v jazyce L. Syntaktickd kongruence spojuje pravé ta slova,
ktera maji stejnou mnozinu kontextti. Tuto podminku miiZeme oslabit a definovat
ekvivalenci ~g (nazyvanou téz Myhillova-Nerodova ekvivalence) pouze pomoci pra-
vych kontexti, tedy podminkou

(3) u~pv pravékdyz Vse¥*: use€ L < vs € L.

Tato ekvivalence nemusi byt kongruenci (ovéite!). Je to ale tzv. pravd kongruence
(nebo téz doprava invariantni ekvivalence), tedy ekvivalence splijici, Zze v ~ v
implikuje us ~ vs pro vSechna s. Ze ~p je prava kongruence, plyne prfimocaie z
(3) (overte!).

Je také snadné ovérit, Ze ~p je nejvétsi prava kongruence takova, ze L se roz-
klada na jeji tfidy. Mé&jme totiz n&jakou takovou pravou kongruenci ~. Pak u ~ v
implikuje (Vs : us ~ vs), tedy z rozlozitelnosti L na t¥idy dostavame (Vs : us €
L < vs € L), aproto u ~g v.

Uvazujme nyni né&jaky koneény automat s po¢ateénim stavem go. Pokud qg-u =
qo - v, pak i pro kazdé s plati qo - us = qo - vs, tedy u ~p v. Ekvivalence ~p
identifikuje slova, kterd vedou ke stejnému stavu. Tim je dokadzano, Ze pro kazdy
regularni jazyk ma ekvivalence ~g kone¢ny index (tj. konecny pocet t¥id): t¥id je
nejvyse tolik, kolik je stavii automatu (tedy automat ma alespon tolik stavi, kolik
je t¥id).

To vede k napadu, vytvofit automat, jehoz stavy budou naopak pro dany ja-
zyk odpovidat tfidam ekvivalence ~p. Takovy automat skutecné existuje a je to
nejmensi automat rozeznavajici dany jazyk. Necht je tedy L regularni jazyk. De-
terministicky automat

A = (E*/Nna Ev [5}757 L/NR)7

kde prechodova funkce ¢ je dana vztahem [w] - a = [wa], se nazyva minimdlni
automat jazyka L. OvErit, Ze A rozeznava L, je piimocaré (provedte!). VySe jsme
vidéli, Ze poclet stavli automatu nemuZe byt mensi nez index ~p, a A je tedy
opravdu minimalni, co do poétu stavi.

Je-li A’ néjaky deterministicky automat se stejnym poc¢tem stavi jako minimalni
automat (a pofatetnim stavem ¢o), je snadné ovéfit (provedte!), Ze zobrazeni v :
A" — A dané predpisem ¢ : ¢ — [u], kde u je n&jaké slovo spliwjici ¢o - u = ¢,
je isomorfismus automatt. Takové slovo urcité existuje, protoze jinak by byl stav
q nedosazitelny a bylo by mozné ho ve sporu s minimalitou automatu vynechat.
Minimaln{ automat je tedy jediny az na isomorfismus.

Syntakticky monoid a pifechody miniméalniho automatu. Vidéli jsme, Ze
syntaktickd kongruence definuje minimalni monoid rozeznavajici dany jazyk, za-
timco Myhillova-Nerodova ekvivalence definuje miniméalni takovy automat. Uka-
Zeme, jaké je mezi obéma objekty souvislost.

Uvazujme deterministicky automat A = (Q, %, qo, 9, F'). Kazdé slovo v € X*
urcuje zobrazeni 7, : @ — @ dané vztahem 7,(q) = ¢-u, tzv. transformaci mnoZiny
stavi. Na transformacich definujeme operaci skladani zleva:

7 © To(q) = To(Tu(q)),



¢imz vznikne transformacni monoid automatu A:
T:= ({1, | ue X"} o).

Souvislost mezi syntaktickym monoidem a minimalnim automatem je nyni dana
nésledujicim tvrzenim.

Véta. Syntakticky monoid jazyka L je isomorfni transformacnimu monoidu jeho
minimdlniho automatu.

Diikaz. Ukazeme, Ze zobrazeni ¢ : [u] — 7, je hledany isomorfismus /. a T.
Nejprve ovéime, Ze 1) je dobfe definované, tj. u ~ v implikuje 7, = 7,. Necht
Tu 7 Ty. Existuje tedy [s] € X/~ takové, Ze 7,([s]) # 7v([s]). Z definic dostavame

Tu([s]) = [s] - u = [su] # 7o ([s]) = [s] - u = [sv].
Tedy su # sv, a proto také u 4 v.

Plati 7,, = 7, o 7, (ovéfte!), a ¢ je tedy homomorfismus. ProtoZe je zjevné
na, zbyva ukézat, ze je prosty. Necht [u] # [v]. Pak existuji slova r, s takova, ze
rus € L neni ekvivalentni rvs € L. Tudiz [rus] # [rvs], proto i [ru] # [rv], a tedy
[r] - w # [r] - v. To znamena, ze 7,([r]) # 7, ([r]), a tedy Ty, # To. O
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