3. cviceni z PSt — 19. a 22.10.2020

Stfedni hodnota a rozptyl — vlastnosti

1. V testu je 20 otazek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd spravna) je 1
bod, za $patnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otézku nula. Kazda otézka je s pravdépodobnosti p jednou z
t&ch, co se Kvido naudil a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezna, vi o tom, a muze se
rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota poctu boda, které Kvido ziska, pokud bude odpovidat jenom otazky, u
kterych zna odpovéd?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezna spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢astech a, b stejné?
2. (Kasino v St. Petersburgu) Hézime opakované minci. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu, dostaneme
odménu 2" rubla. Kolik byste byli ochotni zaplatit za Gcast v této hie?
3. (a) Pokud E(X?) =0, tak P(X =0) = 1.

(b) Predpokladejme, Ze var(X) = 0, dale 7ze E(X) existuje a je konefna. Pak X = E(X) s.j.

4. Necht X je diskrétni n.v. nabyvajici jen hodnot z Ng = {0,1,2,...}. Ukazte, Ze plati
E(X) =) P(X >n).
n=0

5. Necht X, Y jsou n.n.v., a € R.
(a) Vyjadiete var(aX) pomoci var(X).
(b) Ukazte, ze var(X +b) = var(X) pro libovolné realna b.
(c) * Ukazte, ze var(X +Y) = var(X) + var(Y).

6. Ukazte, ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé jejich indikatorové veli¢iny.
Parametry konkrétnich rozdéleni

7. Necht X ma uniformni rozdéleni na mnozing {a,a + 1,a+2,...,b} (pro cela ¢isla a < b). Urcete E(X) a
var(X).

8. Necht X je soucet n nezavislych nahodnych veli¢in s rozdélenim Bern(p).
(a) Ukazte, ze X ~ Bin(n,p).
(b) UkaZzte na piikladu, Ze tvrzeni nemusi byt pravda pro zavislé n.v.

9. Necht X ~ Bin(n,p). Uréete E(X), var(X).
10. Necht X ~ Bin(m,p) a Y ~ Bin(n,p) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Bin(m + n,p).
11. Necht X ~ Pois(\), Y ~ Pois(u) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Pois(A + ).

Nahodné vektory

12. Ze standardniho balitku s 52 kartami vytahneme dvé karty. Oznac¢ime X pocet vytazenych es, Y pocet
krala. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y a také marginalni pstni funkce px, py.

13. Ukazte, Ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati
P(X<z,Y<y)=PX <z)PY <y).
14. Oznafme X1, Xo, X3 vysledky t¥{ nezavislych hodu ¢ty¥sténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).

(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce max(Xy, X2)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce max(Xy, Xo, X3)7?



Bonusy

15. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro ¢« = 1,...,6. Hodime n-krat a ozna¢ime X; pocet
hodt, kdy padlo «.
(a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostni funkei pro n.v. Xy, ..., X,.

(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?
16. Pripomeiite si definici indikatorové ndhodné veli¢iny I 4.

(a) Jaka je E(14)7

(b) Necht A = A; UAyU---UA,,. Ovéite rovnost

n

1—Iy =[]0 -ILa).

i=1
(¢) Roznasobte, pouZijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip inkluze a exkluze.

17. V pytliku N bonbénti, z nichz K je dobrych. Nahodné& vytdhneme dva, oznac¢ime X pocet dobrych
vytazenych bonboént.

(a) Urcete E(X).

(b) * A co kdyZ vytahneme tii, ¢ty¥i, ..., k bonbont?

K procviceni

18. N.nv. X, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry p1, ..., p,. Jaké je rozdéleni min(Xy, ..., X,)?

19. Na dvanéctisténné kostce je jedna sténa oznacena jednickou, dvé dvojkou, ¢tyii ¢tyfkou a pét pétkou,
v8echny stény padaji stejné ¢asto. Oznaéime X vysledek jednoho hodu. Spoéitejte E(X) a var(X), vyéislete
taky tzv. smeérodatnou odchylku, ktera je definovana jako ox = /var(X).



