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ok
Uvazujme (obecné nekonecny) interval [a,b]. Necht funkce v(x), kterou budeme nazyvat

vahou, je nezdpornd a integrovatelnd funkce takova, ze

et b b
o /v(x)dac>0 a ukz/xkvdx, b=1,2,...

| jsou dobfe definovand kone¢nd ¢isla. Cisla pp nazyvdme momenty.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost polynomi p;, i = 0,1,... je ortogondlni s vahou v(z),
jestlize je stuperi polynomu p; roven i, tj. deg(p;) =i a plati-li

Y /bpipjvdxzo, it 1)

o oo UM dpa - o ,
r Mnozina vSech polynomu tvoif vektorovy prostor (polynomy hraji roli vektoru). Podminku

| (1) tak lze chépat jako podminku ortogonality vzhledem ke skaldrnimu soucinu definovanému
. vztahem

( ,q>u5/ pqudz, (2)

- kde p a ¢ jsou polynomy. Lze lehce ovéfit, ze (p,q), je skutetné skaldrnim soucinem dle
, - definice. Poznamenejme, Ze nize popsand teorie ortogonalnich polynomu je formulovéna
M pro skaldrni soué¢in (2). Lze ji pfimoc¢afe zobecnit pro obecnéjsi skaldrni soucin definovany
Riemann-Stieltjesovym integralem

b
(p,q>w5/ pqdw(z),

kde w(z) je neklesajici funkce na intervalu (a,b) majici konecné limity v a a b. Je-li w(z)
spojité diferencovatelna, potom plati

b b
/pqdw($)=/ pqu'(z)dr,
(l/ a
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Bc) ch,

a Riemann-Stieltjesuv integral lze uvazovat ve tvaru obycejného integrélu s vahou w’(x).
Definice Riemann-Stieltjesova integralu vsak umoznuje uvazovat obecnéjsi nediferencovatelné
distribuéni funkce, napiiklad po ¢dstech konstantni funkei w(z). .

1.1 Existence ortogonalnich polynomiu

Véta. Posloupnost ortogondlnich polynomi existuje.

Diikaz. Budeme ortogonalizovat mocninnou bézi {1, z, 2, ... } prostoru polynomu. Mnozina
polynomiu obsahujici jediny nenulovy konstantni polynom pg tvoii ortogonalni systém. Nyni
predpokladejme, Ze polynomy po, ..., pr tvoii ortogonalni systém. Zkonstruujeme py,; tak,
aby 1 mnozina py, . . ., pr41 tvofila ortogonalni systém. Zvolme libovolné ci; # 0 a uvazujme
polynom stupné k£ + 1 ve tvaru

k
et = e (3)
1=0

Koeficienty cq, ..., ¢ uréime tak, ze od polynomu ci,12¥! odeéteme jeho ortogonalni pro-
jekci do jiz sestrojené ortogonalni bdze {po,...,pr}. Jinak feceno, koeficienty co,...,cx
uréime ze vztahu

k
<pja CI<:+1$k+1 . ZQPi)v =0, j=0,...,k. (4)
i=0

Z (4) a z ortogonality polynomu py, ..., pr plyne pro j =0,...,k

k+1>

(= PT
’ <pj’pj>v

O

7 predchozi konstrukce plyne, ze polynom pg,; je urcen jednoznaéné az na volitelnou
normaliza¢ni konstantu cgy 1. Polynomy po, p1, po, . - . , P tvori eftogondini bazi prostoru vsech
polynomu stupné nejvyse k, kde ortogonalita je méfena skaldrnim soucinem (-, -),.

1.2 Kofeny ortogonalnich polynomi /\%c/my -
Pro jednoduchost znaceni uvazujme v dalsim volbu cx41 = 1, tj. budeme uvazovat posloup-
nost monickych ortogonalnich polynom. | s
Y 8 POty JA;&A MU~
Véta. Vsechny koreny polynomu py jsou redlné, jednoduché a lezi v (a,b).

Diikaz. Uvédomme se nejprve, Ze nenulovy polynom ¢(x) méni v redlném intervalu (a, b)
znaménko, pouze pokud mé v tomto intervalu kofen liché nasobnosti. Jinak feceno, nemali
q(z) v intervalu (a,b) zaddny kofen nebo pouze kofeny sudé ndsobnosti, potom v daném
intervalu neméni znaménko. Jelikoz je navic skoro vSude nenulovy, plati

/ab q(z)v(z)dz # 0.
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Oznaéme nynf 0y, . . ., 6, rizné kofeny polynomu py, které lezi v intervalu (a, b) a maji lichou
nsobnost. Takovych kofent miize byt nejvyse k = deg(px). Pokud Zddny takovy kofen
neexistuje, polozime 7 = 0. Polynom pj, pak lze formalné vyjadrit ve tvaru

pe(z) = q(z)(x — 61)" -+ - (z — 6,)"™,

kde ny,...,n, jsou lichd kladna ¢isla a polynom ¢(z) neméni v (a, b) znaménko. Definujme
déle polynom p stupné r,

pix)=(x—0y)...(x —6,)

a pro r = 0 polozime p = 1.
Uvazujme integral

(Prs D)o = / pr(z) p(z) v(z)de = / g(z)(z — g)mtt (z —6,)" M o(z)dz

a ukazme sporem, ze r = k.
6 Jeli r < k, potom je (px, p)» = 0, jelikoz py, je ortogondlni k polynomum nizsiho stupne.
Zéroveii viak vime, ze polynom q(z)(x — 6;)™* ... (x — 6;)™ ! nemeéni v intervalu (a, b)
znaménko (n; + 1 jsou suda ¢isla a ¢ nemeénti znaménko), je skoro vSude nenulovy a tudiz je
vysledny intergral nenulovy. Dostdvame spor s pfedpokladem r < k. Musf tedy platit r = k,
tj. pr mé v redlném intervalu (a, b) k ruznych kofent.

Ukézali jsme, ze ortogonalni polynom py stupné k ma v intervalu (a,b) prave k riznych
kofenti. Jinak feGeno, vechny kofeny pj jsou reélné, jednoduché a lezi v intervalu (a,b). O

(’.7(‘\ LAy =
[ el fMumnacl p- 4’1)
1.3 Triclenna rekurence pro monické polynom )

m.(,a ¥y, @ O Aol C Cf.@:, wr )
-~ . s s , v 7 oy sy -
Véta. Monické ortogondlni polynomy po, p1, - - -, Pn lze pocitat triclennou rekurenci

pr+1(z) = (z — ag)pr — Bkpe—1(2), k=1,...,n—1, (5)

pricems po(z) = 1, p1 = T — . Koeficienty oy, prok =0,...,n—1lapfyprok=1,...,n—1
jsou dany vztahy

AA}&UU
(Pk, TPk ) B (Dk> Pr)w
Qg S k=7 -
(> Pr)o (Pk—1,Pr—1)v
A;@)_,’m_ﬂ 101:4);;;“'4
Diikaz. Polynom zpy stupné k+ 1 lze vyjadiit v bazi ortogondlnich polynomu {po, ..., Pr+1};
k+1
TDE = ) Nibi- (6)
i=0

Polynom zpy, je monicky a proto yx41 = 1. Vyuzijeme-li ortogonality polynomi p;, plati
<xpk7p]>11=f)/]<p])p]>vv .7:07]-7a’1€ (7)
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Skaldrni soucin na levé strané (7) lze ekvivalentné vyjadiit ve tvaru (py,zp;),. Jelikoz je
polynom pr ortogondlni ve vem polynomum stupné nizstho, plati (p,zp;), = 9 pro j =
0,...,k—2 atudiZ je i 7; = 0 pro tyto indexy. Pro j = k — 1 a j = k dostévame

Pk, TOk—1)0 _ {Dry Pk _ ADky TDR)
Ye—1 = = ) k= -
<pk—1,pk—1>u (pk—1,pk—1>v (pk,pk>v

Oznacenim [ = 11 a ai = Y, dostaneme tvrzeni vety. O
MW Ng‘”"{ N e
1.4 Normalizované ortogonélni polynomy < Compuis nool pas. S A,

vvvvvv

generovat ortonormdalni ortogonalni polynomy

_ (@) B
v = ol T

@)l = VP 2) \/ / o

Polynomy ¢, jsou normalizovény tak, ze plati ||¢Yx(z)|l, = 1, k = 0,...,n. Jelikoz 1, jsou
skaldrnimi nésobky pj, jde rovnéz o posloupnost ortogondlnich polynomu, pouze s jinou
volbou normaliza¢niho koeficientu cg4q.

Koeficient §y z véty o tiiclenné rekurenci lze vyjadfit pomoci norem ve tvaru

cey T,

kde

A%

By = —Pklle_
E

Plati tedy
[rAl

HPk 1||2

pr-1(z)

Prir () = (z — ax)pr —

a po uprave
Ipiilepins@) _ o pel@) il i@
lpelly TPkl Tpelle ™ Toealle Tipeallo”
Vyuzijeme-li definice v, a Sy, ziskdme tficlennou rekurenci pro vypocet .1,

VBt (z) = (& — ap)p — VBte—1(z), k=0,1,...,n—1, (8)

kde



1.5 Triclenna rekurence a tridiagonalni matice

Oznacime-li vektor
Po(z) = [po,p1(2), - - -, pa1 ()],

Ize tifclenné rekurence (5) zapsat ve tvaru

\\~\\\\\ - aO 1
N B ap 1
TPy (z) = P () + pa(z)en, (9)
\\ N 1
L \\\ Bn—-l an—l .

kde e, je n-ty sloupec jednotkové matice velikosti n. Podobné lze oznagit vektor normalizo-
vanych ortogonalnich polynomu

Pn(w) = [0, ¥1(2), - Yo (@)]
a zapsa” tficlenné rekurence (8) zapsat ve tvaru
[ 2 VB -
VB a1 VB
B a Bn-1

L Bn—l Qp—1

Matici ve vztahu (10) oznacime jako J,, a budeme ji nazyvat Jacobiho matici. Poznamenejme,
ze zatimco matice koeficientu v (9) je obecné nesymetricka, matice J, je vzdy symetricka.

Ukazme nyni vztah mezi vlastnimi ¢isly matice J,, a kofeny ortogonélniho polynomu v,.
Necht p je kofenem ortogondlniho polynomu vy, tj. ¥, () = 0. Potom plati

p®n(p) = JLu®u(p),  Pulp) = [o(u), v1(w), - - Yno1(w)]”.

Protoze je ¥ = 5, 172 # 0, je ®,(u) nenulovy vektor a je tedy vlastnim vektorem matice J,

a u pifslusnym vlastnim ¢islem J,. Jelikoz navic vime, ze kofeny ortogonalniho polynomu

1y, jsou jednoduché a kazdy kofen je vlastnim ¢islem J,, jsou vlastni ¢isla Jacobiho matice

Jp, pravé kofeny ortogondlniho polynomu'?g Kofeny ortogonalniho polynomu v, lze tedy

pocitat jako vlastni ¢isla Jacobiho matice J,. = M ke
Vlastni vektory symetrické matice prislusné k riznym vlastnim ¢islum jsou ortogonalm 5, 'yl

V nasem piipadé, jsou-li 61, ...,#6, kofeny ortogonalniho polynomu 1, potom mé matice i

R T e
Y1(6h) ¥i(6a) ... Vi(6y) 7o mal ma

rnh Lﬂ; R N

SYn: S yeeerSn
[81 S] &f\((“'i(lﬂ}vé")

Unr(0) Yna(B2) e Una(B)
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ortogonalni sloupce. Normalizujeme-li sloupce matice S'n,

51 &y
ERNER| |3l
ziskdme spektralni rozklad matice J,,,
Jn = Sn@ns;{a

kde ©,, = diag(b:,...,0,).

1.6 Priiklady ortogonalnich polynomiu

Specidlni volbou vahové funkce dostaneme konkrétni typy ortogonalnich polynomi. Orto-
gonalni polynomy definované na omezeném intervalu je zvykem uvadét pro referecni interval
[—1,1]. Na obecny interval [a, b] je 1ze snadno transformovat pomoci linedrni transformace

z(b—a)+a+b
Y= 5 .

Ortogonalni polynomy uvadime s normalizaci obvyklou v literatufe.

Legendreovy polynomy jsou ortogondlni polynomy na [—1, 1] s vahou v(z) = 1, plati

2n-1 n
Poz)=1, Puz)=n, Piulz)= —— z P,(z) — —vei P, 4(x).
Cebysevovy polynomy jsou ortogonalni polynomy na [—1,1] s vahou v(z) = 11_ —,

Tolz)=1, Ti(z)=2z Thlz)=22Tz)— To-1lz).

Laguerrovy polynomy jsou ortogondlni polynomy na intervalu [0, 0o} s v(z) = e™*. Spliujf
tficlennou rekurenci

2n+1—=x n

= = 1= — Ln - n—
Lo(x) =1, Li(z)=1-—z, Lpi(x) 1 (x) n+1L 1

().

Hermitovy polynomy jsou ortogonélni polynomy na intervalu [—oo,00] s v(z) = ™% .
Spliuji tficlennou rekurenci

Ho(z)=1, Hy(z)=2z, Hpun(z)=2xH,(z)—2nH,(z).



Jacobiovy polynomy jsou ortogonaln{ polynomy na [—1, 1] s vahou v(z) = (1—z)*(1—z)",
kde a, f > —1,

(@.8) _ (2n+a+p— D[@en+a+B)2n+a+8-2)z+a? - 37 (@,8)
R ) = 2n(n+a+B8)2n+a+p—2) Fo1'(2)
(n+a-1n+8-1)2n+a+B8) s

 nnt+a+B)nta+p-2) Pz (@),

pron=2,3,..., kde

P z)=1 ,PP(z)=Z(a+B+2)z+ % (@—8).

Do =

Pro specialni volbu a = = 0 dostavame Legendrovy polynomy, proa = § = —%

pak Cebysevovy polynomy.

2 Gaussova kvadratura

Nasim cilem je numericky aproximovat hodnotu integralu

/ f(x)v(z)dz, (12)

kde v(z) je véha uvazovand v definici ortogondlnich polynomu. Integral (12) se budeme snazit
aproximovat vyrazem tvaru

Zwi fF), (13)

ktery se nazyvé kvadraturni formule. Cisla w; nazyvame vdhy kvadraturniho vzorce a body
Ai, lezici v intervalu [a, b], jeho wuzly. Uzly a védhy kvadraturniho vzorce jsou nezévislé na
integrované funkci. Plati-li

/ p(x)v(r)dr = Zwip(/\i)

pro libovolny polynom p stupné nejvyse m, fikdme, ze kvadraturni vzorec (13) ma alge-
braickou presnost m. V nasledujicim se budeme zabyvat otdzkou, jaké nejvyssi algebraické

/ presnosti kvadraturniho vzorce 1ze dosahnout pomoci vhodné volby uzlu a vah. Jelikoz ma
kvadraturni vzorec (13) 2n volnych parametri (n uzlu a n vah) lze ocekdvat, ze bude mozné
dosdhnout algebraické presnosti 2n — 1. Ukézeme, ze kvadraturni vzorec (13) s algebraickou
presnosti 2n — 1 existuje a nazveme jej Gaussuv.

Lot



2.1 Gaussuv kvadraturni vzorec

Véta. Kvadraturni vzorec (13) je Gausstuv prdvé tehdy, kdyz

kde 6; jsou koteny ortogondlniho polynomu ¥, a f; jsou elementdrni Lagrangeovy interpolacni
polynomy na nterpolacnich uzlech 6;.

Dikaz. Necht p je libovolny polynom stupné nejvyse 2n — 1. Uvazujme Lagrangeuv in-
terpola¢ni polynom L,_; stupné nejvyse n — 1 interpolujici p v bodech A;,

Lo (z) =Y p(N) ().
=0
Polynom p(z) — L,_1(z) md v bodech \; kofeny, je tedy ndsobkem polynomu wy,(z),

wp(z) = H(a: —N), a p(@)— Lp_1(z) = q(z)wp(x), (14)
pro néjaky polynom ¢ stupné nejvyse n — 1.

Ukazme nyni ekvivalenci. Nejprve pfedpokladejme, Ze dany kvadraturni vzorec je Gaussuv.
Potom pro libovolny polynom p, stupné nejvyse 2n — 1, plati

b n
/ p(x)v(z)dz = ij p(A;) .
a j=i
Vyuzijeme-li vyjadfeni (14), dostaneme

Supty) = [ Laa@) +a(@hen(@)] vlz)da

b [ n
_ / !Zp(Aj)ej(xH ¢(@)wn(z) | v(x)de. (15)

Polynom p muzeme volit libovolné. Zvolme jej tedy tak, ze p(\;) = 0,7 = 1,...,n. Potom
pro libovolny polynom ¢ stupné nejvyse n — 1 musi vzhedem k (15) platit,

0=/ q(z)wn(z)v(z) de. (16)

Polynom wy, () je tedy nutné ndsobkem ortogonélniho polynomu 1, ktery je kolmy ke vSem
polynomum nizsiho stupné, a \; jsou rovny kofentum 6; polynomu t,. Dosadime-li do (15)
postupneé za integrovany polynom p polynomy ¢;(z), dostaneme vyjddfeni vah w;.

8



Naopak, nechf plati podminka ortogonality a vzorec pro vahy w;. Necht p je libovolny
polynom stupné nejvyse 2n — 1. Pomoci vyjadfeni (14) a tvaru polynomu L,_;(z) snadno
zjistime, Ze plati

/ p(z)v(z)dzr = Z w;p(6;)

O

Protoze vime, zZe pfi libovolné nezaporné vaze ma ortogondalni polynom libovolného stupneé

n v intervalu (a,b) n ruznych kofenu, lze je zvolit za uzly Gaussovy kvadratury a tim je jeji

existence pro libovolné n dokdzéna. Zaroven je vidét, ze uzly i vahy jsou urceny jednoznacné.

Vsimnéme si jesté, ze elementarni Lagrangeuv interpolacni polynom ¢; je stupné n,

¢tverec @? je stupné 2n a musi tedy byt Gaussovym kvadraturnim vzorcem s n + 1 uzly
integrovan presné. Dostaneme

b n
/ v(z) 6 (z)dz = Zwi £(6;) =wy.

Odtud je vidét, ze viechny véhy Gaussova kvadraturniho vzorce jsou kladné. Gaussiv kvad-
raturni vzorec lze také chapat tak, ze misto dané funkce integrujeme pfesné jeji Hermitovsky
interpola¢ni polynom.

Rizné volby vahovych funkci ddvaji rizné znamé typy kvadratur. Pro v(z) = 1 méme
Gaussovu-Legendreovu kvadraturu, pro v(z = (1 — x2)’% Gaussovu-Cebysevovu kvadra-
turu. Vhodnou volbou vdhovych funkei muzeme ziskat i kvadraturni vzorce pro nekonecné
intervaly. Volba v(z) = e ® dava kvadraturni vzorec pro interval [,00). Na nekoneénych
intervalech vsak pfesnost kvadratury neni velka.

2.2 Uzly a vahy Gaussovy kvadratury

Ukazme nyni, jak spocist vahy. Nejprve vsak pfipomenime vétu o déleni polynomu [Hoffman,
Kunze, p. 128, Theorem 4].

Véta. Necht p a q # 0 jsou polynomy. Potom existuji polynomy r a s takové, Ze
p=gq-s+r, (17)

pricemz
bud r=0 nebo deg(r) < deg(q). (18)

Polynomy s a r jsou podminkami (17) a (18) urceny jednoznacneé.

Libovolny polynom p stupné nejvyse 2n— 1 l1ze je pomoci predchozi véty vyjadrit ve tvaru

p(z) = Pn(x)s(z) + r(2), (19)



kde 1), je ortonormélni polynom (8). Jelikoz je ¢, stupné n, jsou s i r polynomy stupné
nejvyse n — 1. Polynom r(z) lze tedy vyjadiit v bazi vy, ..., ¥n_1,

n—1
z) =y od(2). (20)
=0
S vyuzitim (19) a deg(s) < n — 1 dostadvame

/abp(:c) v(z)dr = /ab r(z)v(zr)dz.

Rozepiseme-li 7(z) pomoci (20), plati

b n—1 b
/ r(z)v(z)de = Z 0; / ¥;(z) Yo(z)v(z) dz = go.

Z predchoziho vime, ze uzly Gaussovy kvadratury jsou pravé koreny ortogonalniho poly-
nomu . Volme nyni vahy w; jako feseni soustavy

1 1 1
¢1(.91) ¢1(_92) wl(‘en) u,]2 = 0 : (21)

Z (19) plyne p(6;) = r(;) a proto

szp sz sz (Z Qg% > = i 05 (Z wﬂﬁj(@i)) = 0o,

kde jsme v posledni rovnosti pouzili (21).
Celkové jsem ukéazali, ze pokud volime uzly kvadratury jako kofeny 1, a vahy w; podle
(21), potom pro libovolny polynom stupné nejvyse 2n — 1 plati

b
[ @) oe)do = o0 = szp

tj. kvadraturni vzorec je Gaussuv. .
Viéhy wj lze diky (21) vyjadfit ndsledovné. Pfendsobime-li (21) matic ST a vyuzijeme-li
ortogonality matice S,, lze w; vyjadfit ve tvaru

1 2
W; = —— =G
T llsE

kde s;; jsou prvnf slozky sloupcti matice S, normalizovanych vlastnich vektort, viz (11).

2.3 Golub-Welsch algoritmus

S % Z W‘Vt‘f bﬁ{/Q 10
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