
Věta Lyndona a Schützenbergera

Věta. Pokud xnym = zp, kde x, y, z ∈ Σ+ a n,m, p ≥ 2, pak slova x, y a z komutuj́ı.

D̊ukaz. Dı́ky symetrii můžeme předpokládat |xn| ≥ |ym|.
Slovo xn má periody |x| a |z|. Pokud |xn| ≥ |z|+|x|, pak maj́ı podle Periodického

lemmatu x a z periodu, která děĺı |x| a |z|, z čehož je snadno vidět, že všechna slova
komutuj́ı. Podobně je tomu, pokud |ym| ≥ |z|+ |y|.

Předpokládejme tedy, že xn−1 je vlastńı prefix z a ym−1 je vlastńı sufix z. Pak
plat́ı |xn| < 2|z| a |ym| < 2|z|, a tedy p < 4.

Necht’ je p = 3. Pokud n ≥ 3, pak |x2| < |z| implikuje |x3| < 3
2 |z|, což je v rozporu

s předpokladem |xn| ≥ |ym|. Tedy n = 2 a |x| > |y|. Existuj́ı slova u, v, w taková, že
x = uw = wv, z = xu = wvu a ym = vuwvu. Slovo uwv = xv = ux má periodu |u|
a periodu |y|, přičemž |uwv| = |u|+ |x| > |u|+ |y|. Podle Periodického lemmatu má
tedy uwv periodu d děĺıćı |u| i |y|, a děĺıćı tedy také |z| = |ym| − |uv| = |ym| − 2|u|.
Slova y a z tedy maj́ı periodu, která děĺı |y| i |z|, a tvrzeńı snadno plyne.

Zbývá př́ıpad p = 2. Tedy z = xn−1u = wym, kde uw = x. Pak wz = (wu)n =
w2ym, kde wu je kratš́ı než z. Věta jistě plat́ı, pokud |z| = 1 a indukćı podle |z|
můžeme předpokládat, že w, y a wu komutuj́ı, č́ımž je d̊ukaz dokončen. �

Následuj́ıćı alternativńı d̊ukaz od Tera Harju a Dirka Nowotky využ́ıvá elegantně
neohraničených slov.

D̊ukaz. Pro spor můžeme předpokládat, že slova x, y a z jsou primitivńı a x 6= y.
Jako v prvńım d̊ukazu ukážeme, že |x| < |z| a |y| < |z|.

Je-li p > 2, pak zp obsahuje alespoň dva výskyty Lyndonova slova konjugovaného
se z. Alespoň jeden z nich je tedy faktorem xn nebo ym. To je ale spor, protože
Lyndonovo slovo je neohraničené.

Př́ıpad p = 2 řeš́ıme jako v prvńım d̊ukazu. �

Pozn.: Původńı výsledek Lyndona a Schützenbergera z roku 1962 je silněǰśı: věta
plat́ı i pro volné grupy.
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