NEOHRANICENA SLOVA A (LOKALN{) PERIODY

Rekneme, 7e slovo w je ohranicené, pokud existuje neprazdné slovo u # w, které
je soucasné prefixem a sufixem w. Takové slovo u nazveme hranici slova w. Je-
li slovo u samo ohrani¢ené a méa hranici z, je z také hranice w. Z toho snadno
odvodime, ze nejkratsi hranice ohrani¢eného slova neni ohranicend. Je-li hranice u
slova w delsf nez |w|/2, pak se u prekryvéd samo se sebou a je tedy ohranicené. Z
toho vidime, ze kazdé ohranicené slovo je tvaru wvu, u # e. Dédle ziejmé plati, Ze
|w| — |u| je perioda slova w. Oznagime-li nejkratsi periodu slova w symbolem 7 (w),
dostdvame, Ze pro ohrani¢ené slovo w plati m(w) = |w| — |ul, kde u je jeho nejdelsf
hranice. Slovo je tedy neohranicené (tedy neni ohranic¢ené), praveé kdyz m(w) je
maximdln{ mozné, totiz |w|.

Lyndonova slova. Primitivni slovo je takové, které neni celo¢iselnou mocninou
zadného kratsiho slova. Kazdé ohranicené slovo je vsak racionalni mocninou néjakého
kratsiho slova, napt. aabaaba = (aab)%. Ukéazeme ale, ze kazdé primitivni slovo je
konjugované s néjakym neohrani¢enym slovem. Takovych slov muze byt vice, ale
jednim z nich je vzdy tzv. Lyndonovo slovo, které definujeme jako primitivni slovo,
které je minimélni ve své konjugacni tiidé (tj. ekvivalenéni ti{dé vzdjemné konju-
govanych slov) vzhledem k néjakému lexikografickému uspofaddni <.

Pripomenme, Ze je-li slovo primitivni, jsou primitivni i v§echna slova s nim konju-
govana. Z primitivity plyne, ze Lyndonovo slovo odpovida jediné konjugaci, stejny
vysledek dvou ruznych konjugaci by znamenal, Ze slovo neni primitivni (je-li wv
primitivn{, pak uv # vu).

Poznamenejme nékolik vlastnosti lexikografickych usporadani. Kazdé takové u-
sporadani je uréeno néjakym linedrnim usporadanim pismen. Jsou-li <1 a <« lexiko-
grafickd usporddan{ dand opa¢nymi uspordddnimi pismen (tj. a <b < b < a), pak
pro dvé prefixové nesrovnatelnd slova u a v plati rovnéz u < v < v € u. Pokud je
ovSem u prefix v, chovaji se usporadani stejné: u <1v i u < v.

Déle plati, ze pro kazdé z je u <v < zu < zv. Pokud jsou u a v prefixové
nesrovnatelnd (specidlné pokud jsou stejné dlouhd a ruznd), mame také u < v <
uz <Az’ pro kazdé z a z’.

Véta. Kazdé Lyndonovo slovo je neohranicené.

Diikaz. Sporem. Necht je Lyndonovo slovo w tvaru uvu. Z minimality plyne uvu <
vuu, tedy uv < vu, a proto také uuv < uvu, coz je spor s minimalitou w. O

Lyndonova slova lze charakterizovat jako ,samominimalni“:

Véta. Slovo w je Lyndonovo, pravé kdyz je nejmensi ze svych sufixu (tj. je vzhledem
k < striktné mensi nez jakykoli vlastni sufix).

Drikaz. Necht je w Lyndonovo slovo a necht p je prefix w a s je sufix w tak, ze
Ip| = |s|. Protoze je w Lyndonovo (a tedy neohranic¢ené), plati p # s a p<4s, a tedy
také w < s.

Necht naopak w Lyndonovo neni. Pokud w neni primitivni, je lexikograficky vétsi
nez vlastni primitivni kofen. Pokud je w = wv primitivni a vu je Lyndonovo, plati
vu < uw, a tedy také v < uv. (]

Véta. Necht u i v jsou Lyndonova slova (vzhledem k <1). Pokud u <tv a u # v, pak
je i uv Lyndonovo slovo.



Diikaz. Nejprve ukazme, ze uv <t v. Pokud je v = uv’, pak dokazované uv <uv’ = v
plyne z v < v’. Pokud u nen{ prefix v, pak uv < v plyne z u < v.

Necht je nyni z # v vlastni sufix uv. Pokud uv = uv’z, pak uv < v < z. Pokud
z=2'v, pak u < 2, a tedy uv < 2'v.

Slovo uv je tedy mensi nez vsechny jeho vlastni sufixy a dukaz je hotov. O

Nésledujici véta mluvi o existenci a jednozna¢nosti tzv. Lyndonovy faktorizace.

Véta. Necht < je lexikografické usporddani. Kazdé slovo w lze jednoznaéné napsat
jako soucin nerostouci posloupnosti Lyndonovych slov (vzhledem k <).

Dukaz. Uvazujme faktorizaci w = ujus - - - ug definovanou tak, ze pro kazdé j =
1,2,3,...,k je u; nejdelsi sufix (ujus---uj, ktery je Lyndonovym slovem. Jinak
feceno, ze slova w postupné odebirame jeho nejdelsi Lyndonovy sufixy.

Faktorizace je dobfe definovand, protoze kazdé slovo délky jedna je Lyndonovo.
Vsechna slova ve faktorizaci jsou Lyndonova a pokud w; <l u;y1 a u; # w41, pak z
predchozi véty dostdvame spor s maximalitou u;1. Posloupnost je tedy nerostouci.

Necht nyni w = v1vs ... vy = 2129 - - - 2¢ jsou dvé faktorizace spliujici predpoklady
véty. Bez ijmy na obecnosti piedpoklddejme, Ze v; je prefix z; a nechf r je neprazdny
prefix v;, ktery je sufixem z; (kde j je nejmensi index takovy, ze z; je prefixem
v1vg - - - vj). Protoze Lyndonovo slovo je mensi nez jakykoli jeho sufix, dostavame

21 <r<Qv; v 42y,
a tedy j =1 a z; = v1. Dukaz je dokoncen indukci. ([
Lok&lni perioda a kriticka faktorizace.

Definice. Lokdlni periodou slova w na pozici k € {0,1,...,|w|} rozumime délku
nejkratsiho slova x, které je sufixové srovnatelné s u a prefixové srovnatelné s v,
kde w = uv a k = |ul.

Jinak feceno, lokélni perioda je délka = u nejkratsiho ¢tverce x2, ktery je cent-
rovany na pozici k. V§imnéme si, ze takové x je vzdy neohranicené: pokud by totiz
u byla hranice z, byl by u kratsi ¢tverec, rovnéz centrovany na pozici k.

Je snadné si vsimnout, ze lokdlni perioda je na kazdé pozici rovna nejvyse 7(w).
Je-li lokélni perioda na pozici |u| rovna 7(w), nazyvame ji kritickou pozici a fakto-
rizaci w = uw, € presnéji dvojici (u,v), kritickou faktorizaci slova w.

Véta (Véta o kritické faktorizaci — Critical Factorization Theorem). Kazdé slovo w
pripousti kritickou faktorizaci.

Diikaz. Zvolme dvé opaénd lexikografickd uspoifadani <1 a <. Nechtf o je maximaln{
sufix w vzhledem k < a  maximalni sufix w vzhledem k <. Pokud je w mocninou
jednoho pismene, je tvrzeni ziejmé, v opacném piipadeé je jisté a # (. Bez Gjmy na
obecnosti predpoklddejme |a] < |3].

Ukézeme, 7e k = |w|—|a| je kriticky bod. Necht je 22 nejmens{ étverec centrovany
na pozici k. Uvazme postupné étyii moznosti vztahu x ke sloviim o a wa ™!,

1. Je-li z prefix o a sufix wa ™!, je za sufixem w, a tedy za<ta.. Odtud dostavame
a <z la, coz je spor s maximalitou a.

2. Je-li o prefix z a z je sufix wa ™!, je a prefixem za, a tedy o <Iza, coz je opét
spor.

3. Necht je x prefixem a a wa™! sufixem z. Budiz z'z’ nejdelsi prefix o, ktery
m4 periodu |z|. Pak existuji pismena ¢ # d takova, ze z’'c a x'z'd jsou prefixy a.
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Z maximality o« plyne d < ¢. Ozna¢me v = Ba~'. Protoze v je sufixem z, je va'd
faktorem slova w. To je ovSem spor s maximalitou 3, protoze vz'c je prefixem 3 a
vr'c 4vz'd.

Zbyvé tedy moznost, ze « je prefixem a wa~! sufixem x, coz znamena, ze |z| je
periodou w, coz jsme chtéli ukézat. O

Nejdelsi neohraniéené faktory. Oznac¢me 7(w) délku nejdelstho neohrani¢eného
faktoru slova w. Je-1i v faktor slova w delsi nez m(w), pak je jisté ohranic¢eny, protoze
md rovnéz periodu 7(w). Plati tedy 7(w) < w(w). Je-li |w| > 27(w), pak nutné plati
rovnost, protoze slovo w obsahuje néjaké Lyndonovo slovo délky 7(w); obsahuje
totiz vSechny prvky konjugaéni tfidy svého periodického zakladu.

Neohranicené faktory délky m(w) muzeme také hledat pomoci kritickych pozic.
Je-li totiz 2? minimdlni &tverec centrovany na néjaké kritické pozici slova w a
alesponn jedno x lezi celé ve w, je 7(w) = mw(w), protoZe x je neohranicené, a z
definice kritické pozice mame |z| = 7(w). To umoznuje vyse uvedeny odhad mirné
zlepsit.

Véta. Je-li |w| > 2w(w) — 3, pak 7(w) = 7w(w).

Diikaz. Necht w = veyeacgv, kde |veyeaes| = w(w) (piipady, kdy 7(w) < 3 jsou
snadné). Existuje-li kritickd pozice k < m(w) — 3, pak x, pro které je 2% centrované
v k, lezi celé ve slové w a jsme hotovi.

Uvazujme kritickou pozici £ popsanou v dukazu Véty o kritické faktorizaci.
Piedpoklddejme nejprve, Ze je rovna 7(w) — 1. Pak je ¢3 maximélni sufix vejcacs
vzhledem k né&jakému lexikografickému usporadani. Pismeno c3 se tedy nevyskytuje
ve slové vcica, a veicacs je neohranicené a délky m(w).

Obsahuje-li slovo w tfi ruznd pismena, muzeme zvolit <1 tak, Ze co neni ani
nejmensi, ani nejvétsi pismeno, a tudiz prislusny kriticky bod lez{ mimo 7(w) — 2
a jsme hotovi.

Zbyvé situace, kdy ¢ = m(w) — 2 a w obsahuje pravé dvé pismena. Je-li ¢y #
c3, zvolime usporadani <1, ve kterém je ¢z minimalni a c¢o maximélni. Opét neni
tézké ovérit, ze co se nevyskytuje ve v. Pak je ale vc; = c3v a w mé v rozporu
s piedpokladem periodu |veycs|. Nechf tedy co = c¢3 = b a ¢; = a. Protoze bb je
lexikograficky maximalni sufix vabb, nemé bb zadny vyskyt ve v. Pokud je vabb
neohranicené, jsme hotovi. V opaéném ptipadé je ba prefix v a neni tézké ovérit, ze
b~ lvabbb je neohraniceny faktor w. (I

Mez uvedend ve vété je optimalni, jak ukazuji slova w = (aba)*abba-(aba)*, kterd
jsou délky 27 (w)—4 a nejdelsf neohranic¢ené faktory jsou (aba)*abb a bba(aba)* délky
m(w) — 1.

Souvislost rovnosti 7(w) = 7(w) s délkou w vyjaddfenou pomoci m(w) je tedy
presné popsana. Podobné se muzeme ptat na souvislost s délkou w vyjadienou po-
moci 7(w). Jinak feGeno, je-li v neohranicené slovo, jak moc ho muzeme prodlouzit
do slova w, aby |v] = 7(w) < m(w). V tomto piipadé plati, ze |w| > Z7(w) implikuje
m(w) = 7(w). Tato mez je asymptoticky optimélni, jak ukazuje nasledujici slovo:

w = a"ba" T ba"ba™2baba" ha™
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kde n > 0, 7(w) = 3n + 6 (dvé nejdelsi neohranicend slova jsou ba™*1ba™ba™+2
a a"*2ba"ba" ), T(w) = 4n + 7 a |w| = Tn + 10. Tedy 7(w) < 7(w) a |w| =
Ir(w) — 4.

Dukaz je obtizny. Dokazeme ale tvrzeni tykajici se specidlniho piipadu, kdy
dovolujeme neohrani¢ené slovo prodluzovat jen jednim smérem (napt. doprava).
Reknéme, ze vu je Duvalovo prodlouzeni neohraniceného slova v, pokud lv| =
T(vu) < w(vu). Jak ukazujf slova v = a'ba’bb a u = a’ba’, kde 1 < i < j, je
mozné Duvalovo prodlouzeni o |v| — 2. To je optiméln{ hranice. UkdZeme ale jen

Véta. Necht je v neohranicené slovo. Jeho Duvalovo prodlouzeni délky |v| neni
mozné.

Diikaz. Necht u # v je slovo délky |v| takové, Ze w(vu) > |v], tedy u # v. Najdeme
neohraniceny faktor vu delsi nez v.

Nechf <1 a <« jsou dvé opaénd lexikografickd uspofddani takova, ze « je <i-
maximalni sufix v, S je <4-maximélni sufix v a |a| < |B]. Z maximality « plyne, ze
m4 jen jeden vyskyt ve v. Necht m4 né&jaky dalsi vyskyt ve vu a necht je napi v'a
prefix vu, kde |v'a| > |v|. Tvrdime, Ze v'« je neohranicené. Piipadnd nejkratsi hra-
nice r je totiz jisté kratsi nez v. Pokud by méla délku alespon «, bylo by a sufixem
r, a protoze r je prefixem v, dostdvame vyskyt o uvniti v, coz je spor. Pokud by
bylo naopak |r| < ||, bylo by r hranici v, coz je opét spor.

Necht mé tedy « jen jeden vyskyt ve vu. Nechf u = u'v”, kde |u”| = |a].
Oznacme p nejkratsi periodu slova au’. Slovo uv mé nejkratsi periodu ostie veétsi
neZ p, jinak by se o v au’ opakovalo, coz jsme vylouéili. Necht je au'zc nejkratsi
prefix slova au s periodou ostie v&tsi nez p, kde ¢ je pismeno a z € ¥*. Necht
au'z = ws, kde |w| = p; neboli w je periodicky zdklad slov au’ a au'z, zatimco
pridanim pismene ¢ je perioda p poruSena. VSimnéme si, Zze s # « je prefix «,
zatimco sc nikoli. Necht je tedy sd prefix a, kde d # c je pismeno. Pokud je au’zc
neohranic¢ené, jsme hotovi. Necht je tedy ohrani¢ené a necht je rc jeho nejdels
hranice. Z definice s plyne, ze r je kratsi nez s, a je tedy hranici s. Pak je rc prefix
a a rd je faktorem a. Z maximality o dostavame d < c.

Uvazujme nyni slovo Swsc a predpokladejme, ze tc je jeho nejdelsi hranice. Je-li
t sufix s, je tc prefix 3 a td faktor a, coz je vzhledem k tc «td spor s maximalitou .
Je-li naopak s sufix ¢, je sc (jakozto sufix tc) faktorem u, coz je spor s maximalitou
a, protoze sd je prefix a a sd < sc.

Slovo pwsc je tedy neohrani¢ené a jsme hotovi. ([l
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