PERIODY SLOV

Slovo w ma periodu p, pokud 1 < p a w[i] = w[i + p] pro vSechna 1 < i < |w|—p,
kde wli] znaéf i-té pismeno w. Slovo w m& periodu p pravé kdyz je prefixem néjaké
mocniny né&jakého slova délky p. Takové slovo u se pak nazyva periodicky koten
slova w. Jinak feceno, slovo u je periodicky kofen slova w, pravé kdyz w je prefix
u®, coz je prave tehdy, je-li w prefixem uvw. To uvadi periodicitu do izkého vztahu
s konjugovanosti: xz = zy znamena, ze x je periodicky koten slova z, coz je ostatné
vidét z véty o feseni konjugaéni rovnice: x = uv a z = (uv)iu.

Podle definice mé kazdé slovo w nekonetné mnoho period: kazdé ptirozené ¢islo
p > |w| je jeho periodou. Dalsim trividlnim pifpadem jsou ndsobky nejkratsi peri-
ody: je-li nejkratsi perioda p, je periodou i kazdé kp, bez ohledu na délku slova.

Slovo ale muze mit vice period i netrividlnim zpusobem. Napft. slovo abaababaaba
délky jedendct m4 periody 5 a 8, aniz by mélo periodu NSD(5,8) = 1. Kdy k takové
situaci muze dojit uréuje nasledujici véta pochézejici od Finea a Wilfa, nazyvana
také Periodické lemma.

Véta. Mé-li slovo w délky p 4+ q — d, kde d = NSD(p, ¢), periody p a ¢, mé také
periodu d.

Diikaz. Muzeme bez djmy na obecnosti piedpoklddat p < ¢ (pfipad p = ¢ je
ziejmy). Oznac¢me n délku w a pro kazdé k < n oznatme wy prefix w délky k.
Vime, Ze w je prefix wyw i wew. Z toho je vidét, Ze wqy—q je prefix wy_pwq—q. Slovo
wWq—q ma tedy periody p a ¢ — p. Protoze d = NSD(p, q) = NSD(p, ¢ — p) a protoze
wWq—q mé délku p + (¢ — p) — d, dostdvdme indukei podle délky w, ze wq_q ma
periodu d. Slovo wy—g je tedy mocninou wg. Protoze p < ¢ — d, je i w, mocninou
wq. Protoze w je prefixem wy, je i prefixem wy, coz jsme chtéli ukazat. [

Véta. Necht p < g a p nedéli q. Pak existuje slovo délky p+q—NSD(p, q) — 1, které
mé periody p a ¢, ale nem& periodu NSD(p, q).

Diikaz. Oznaéme NSD(p, q) = d. Je-li ¢ = p + d. Pak a?~!baP~* je slovo spliujici
uvedené vlastnosti. Pokud ¢ = p+ kd pro 1 < k, pak kd nedéli p a indukci ziskdme
slovo v délky g —d—1=(¢—p)+p—d—1> max(p,q — p), které ma periody p
a ¢ — p a nemd periodu d. Slovo v je tedy prefixem vy} a vy, a tedy také slov v,v
a vg—pv. Uvazme prefix w slova vj;, ktery md délku p + ¢ —d —1 > g. Slovo w mé
ziejmé periodu p (je prefixem v}) a nemd periodu d, protoze v je prefix w. Zbyva
tedy ukdzat, Ze w ma periodu g, neboli, Ze w je prefix w,w. VSimnéme si nejprve,
7e w = vV, a tedy wy = vpvg—p. Protoze v je prefix vy_pv, dostdvame nyni, Zze w
je prefix vpvg—pUp = Wqvp, coZ je prefix wow. ([l
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