Kuzelosecky a kvadriky - vypisky + priklady
Postupné vznikagici text k édsti predmétu Geometrie.

Ve vgpiscich naleznete vypisky z prednasky, pozndmky, resené priklady a priklady na procvicent.
Podrobnéjsi vijklad tématu naleznete ve studignim textu, na ktery je odkaz v Moodle. Tam je téma
vyloZené do detailu, v obecnéjsi verzi nez zde, turzend jsou uvedeny s dikazy a zdivodnénim.

Tento text je pruni verze, mize a asi i bude obsahovat chyby. Pokud néjakou naleznete, budu

rdada, pokud mne na ni upozornite.
Posledni aktualizace 12. 1. 2016.

Kuzelosecka ) v obecné poloze mé rovnici
az? + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0.

Prejdeme k homogennim soufadnicim pomoci substituce z = 7+, y = ;—3 a vyndsobime rovnici x3,
tim dostaneme rovnici kuzelosecky v homogennich soutadnicich

ax% + 2br1xo + cx% + 2dxox1 + 2exore + fxg 0.
Definice. Symetrickou matici
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(OISR N
R
o o

nazveme matici kuzelosecky Q v Pg s rovnicl az? + 2bx1 1o + cx3 + 2dwox + 2€x070 + f13 = 0.

e Plati
f d e o
(xo,xl,arg) d a b T | = fx% + 2dxox1 + 2exoxo + ax? + 2bx1z9 + cx%
e b ¢ To

Definice. Kvadrika Q v PS jsou popséany kvadratickou rovnici
2 2 2 2
a0oxgy+2a01T0T1 +200220T2+2003T0T3+a11 7] +201221T2+2a13T1 T3+ 2275 +2a0232223+a3325 = 0

a symetrickou matici 4 x 4
apo ap1 @p2 Qo3
C = apr 411 G122 a13
Qo2 12 a2z 423
o3 a13 A23 433

Definice. Kuzelosecku (kvadriku) nazveme reguldrni, pokud jeji matice C je regularni. Kuzelosecku
(kvadriku) nazveme singuldrni, pokud jeji matice C' je singuldrni.

e Kazdou symetrickou matici C' lze pfevést na diagonalni matici pomoci vhodné posloupnosti
fadkovych tprav, které jsou nasledovany analogickymi sloupcovymi tipravami. To odpovida
tomu, ze aplikujeme na kuzelosecku (kvadriku) @ zadanou matici C' vhodnou zménu pro-
jektivni soustavy soufadnic. (Vyslednd vhodnd soustava souradnic je ddna poldrni bazi sy-
metrické matice C)

e Kuzelosecka (kvadrika), kterd ma matici C’ m4 stejnou hodnost a je stejného projektivniho
typu jako kuzelosecka (kvadrika) odpovidajici matici C.

e Napiiklad v P§ rozlisujeme pét projektivnich typii kuzelosecek.



1. Regularni imaginarni kuzelosecka, ktera nema zadny redlna bod.

2. Regulérni realnd kuzelosecka. Do tohoto projektivniho typu patii elipsa, parabola a
hyperbola, které jsou z hlediska projektivni geometrie stejné, protoze existuje kolineace
prevadéjici jednu na druhou.

3. Redlna singularni kuzelosecka hodnosti 2, kterd je tvofena dvojici redlnych piimek.
4. Imaginarni singularni kuzelosecka hodnosti 2, kterd je tvorena dvojici imaginarnich
piimek.

5. Singuldrni kuzelosecka hodnosti 1, kterou tvoii jedna dvojndsobna piimka.

1 3 =5
Piiklad. Pieved'te matici C = 3 0 3 na diagondalni tvar pomoci fadkovych uprav
-5 3 4

ndsledovanych sloupcovymi ipravami. (T.j. Najdéte vyjadieni matice C vuéi jeji poldrni bazi.)
Reseni: Od druhého fadku odeétu trojndsobek prvniho fadku. Pak od druhého sloupce odeétu
trojnasobek prvniho sloupce.

1 3 -5 1 3 -5 1 0 -5
30 3]~10 -9 18] ~10 -9 18]~
-5 3 4 -5 2 4 -5 18 4

Dale k tfetimu fadku prictu pétindsobek prvniho fadku a poté k tfetimu sloupci pfictu pétindsobek
prvniho sloupce.

1 0 =5 1 0 0
0 -9 18 | ~0 =9 18 |~
0 18 =21 0 18 -21

Nakonec k tretimu fadku pfictu dvojnasobek druhého fadku a pak k tfetimu sloupci pfictu
dvojnasobek druhého sloupce.

1 0 0 1 0 0
0 -9 18] ~(0 -9 0
0 0 15 0 0 15

Vyslednd matice mé na diagondle 1, —9 a 35.
e Diagonaln{ matici z predeslého pifkladu odpovidd rovnice kuzelosecky x3 — 927 + 3523 = 0

Udélame timluvu: Vzdy budeme chtit, aby kladnych ¢isel na diagonale matice v diagondlnim
tvaru bylo vice nebo stejné jako zdpornych. Pokud by tomu taky nebylo, vyndsobime matici —1.
To odpovidé vyndsobeni rovnice kuzelosecky —1, coz muzeme beztrestné udélat.

Definice. Bud €’ diagonalni matice vznikld z matice C. Oznaéme n poet nul na diagondle
matice C’ ddle p pocet kladnych ¢isel a g pocet zdpornych ¢isel na diagonale matice C’. Pak trojici
(n,p, q) nazveme signaturou matice C.

Hodnost matice C' odpovidéd souc¢tu p + ¢q. Regularni matice ma n = 0.

Piiklad. Urcete signaturu matice kuzelosecky 222 + 927 + 823 + 8zox1 — 4woz2 — 102122 = 0
Resend: Napisi matici kuzelosecky.

2 4 =2
4 9 -5
-2 -5 8

Matici upravim na diagonélni tvar. Od druhého radku ode¢tu dvojnasobek prvniho fadku a pak
od druhého sloupce odec¢tu dvojnasobek prvniho sloupce.

2 4 =2 2 4 =2 2 0 -2
4 9 -5|~10 1 -1])~1|0 1 —-1]~
-2 -5 8 -2 =5 8 -2 -1 8



Dale k tretimu fadku pfictu prvni fadek a pak ke tfetimu sloupci pfi¢tu prvni sloupec

2 0 =2 2 0 0
0 -1 6 0 -1 6

Nakonec pri¢tu k tretimu fddku druhy fadek a pak k tfetimu sloupci druhy sloupec.

2 0 0 2 00
01 -1|~10 1 0
0 0 5 0 0 5

Vyslednd signatura je (0, 3,0).

Piiklad. Urcete signaturu matice kvadriky z3 + 92% — 23 — 323 + 6xoz1 + 22223 = 0
Resend: Napisi matici kuzelosecky.

13 0 O
39 0 0
0 0 -1 1
00 1 =3

Upravim na diagonélni tvar tak, ze ode¢tu od druhého fadku trojnasobek prvniho a pak od druhého
sloupce trojnasobek prvniho sloupce. Déle treti fadek prictu ke ¢tvrtému a tieti sloupec prictu ke
¢tvrtému sloupci.

10 0 O
00 0 O
0 0 -1 0
0 0 0 =2

Vysledna signatura by byla (1,1,2), ale udélali jsme tmluvu, ze vzdy budeme chtit, aby pocet
zapornych ¢isel na diagondle nebyl vétsi nez pocet kladnych, proto matici vyndsobime —1.

-1 0 0 O
0 0 0O
0 010
0 0 0 2

Vysledn4 signatura je tedy (1,2,1).
Urcovani (afinniho) typu kuzeloseéek a kvadrik

Piipometime, ze vynechanim jedné pifmky z projektivniho roviny PS ziskdme afinni rovinu.
Projektivn{ rovina s vyznacénou pifmkou (tzv. nevlastni pifmkou) je rozsifend afinni rovina ng
Podobné projektivni prostor P§ s vyznacnou rovinou (tzv. nevlastni rovinou) je rozsffeny afinni
prostor Tg.

Zvolme za nevlastni pfimku (rovinu) s rovnici g = 0. Matice kuzelosecky (kvadriky) @ je pak

cr

Coo ~ . ;. . . 112 . L . P
C = c = , kde C symetricka ¢tvercova matice, vznikla z matice C' vynechdnim prvniho

C

sloupce a prvniho radku.

Definice. Signaturu matice C' nazyvame hlavni signatura a signaturu matice C nazyvame vedlejsi
signatura kvadriky (kuzelosecky).

Véta. Necht Q je kuzelosecka / kvadrika s matici jejiz hlavni signatura je (n,p,q). Pak xistuje

maximalné (p— 1)-rozmérny realny podprostor v PS / PS, ktery nemé s Q zadny (redlny) priisecik.

e Tedy pokud mame napiiklad kuZelosecku s hlavni signaturou (0,2,1) tak existuje pifmka,
kterd nema s touto kuzeloseckou zadny prusecik.

Podle nésledujicich tabulek muzeme urcit typ kuzelosecky (kvadriky) @ na zdkladé hlavni a
vedlejsi signatury matice kuzelosecky (kvadriky).



Afinni klasifikace kuzelosecek v /Tg pomoci signatury

Signatura (0, +, —)

Rovnice v nehomogennich

typ kuzelosecky

hlavni vedlejsi soutadnicich

(0,3,0) (0,2,0) 22 +y? = -1 imagindrni elipsa
(0,2,1)  (0,2,0) 2 +y? =1 elipsa

(0,2,1)  (0,1,1) 22 —y? =1 hyperbola

(0,2,1) (1,1,0) 22 4+2y=0 parabola

(1,2,0) (0,2,0) 2?2 +y?=0 imagindrni riznobézky
(1,2,0) (1,1,0) 224+1=0 imagindrni rovnobézky
(1,1,1)  (0,1,1) 22—y =0 realné riznobézky
(1,1,1)  (1,1,0) 22 —-1=0 realné rovnobézky
(1,1,1)  (2,0,0) nelze vyjadrit 1 vlastn{ a 1 nevlastni pfimka
(2,1,0) (1,1,0) 22 =0 jedna dvojnasobna pifmka
(2,1,0) (2,0,0) nelze vyjadiit jedna dvojndsobnd nevlastni piimka

e Kuzelosecka jejiz matice ma hodnost 3 je regularni kuzelosecka.

e Kuzelosecka jejiz matice ma hodnost 2 je dvojce primek.

e Kuzelosecka jejiz matice ma hodnost 1 je tvofena jednou piimkou.

Signatura (0, +, —)
hlavni vedlejsi

Rovnice v nehomogennich

soufadnicich

Afinni Klasifikace kvadrik v AS pomoci signatury

typ kvadriky
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> +y? 4+ 22 =1
2+t 422 =1
2 -yt —22=1
22 +y?+22=0
224+y?—-2=1
22 —y?+22=0
22+ +22=0
2 +y +1=0
22 4y? 22 =0
?+y*—1=0
x2—y2—1:0

2242y =0
22 +942=0
224+1=0
22 —y2 =0
22 -1=0
nelze vyjadrit
22=0

nelze vyjadrit

imagindrni elipsoid
elipsoid
dvojdilny hyperboloid
elipticky paraboloid
jednodilny hyperboloid
hyperbolicky paraboloid
imaginarni kuzelova plocha
imaginarni elipticka vélcova plocha
realnd kuzelova plocha
elipticka valcova plocha
hyperbolické valcova plocha
parabolickd valcova plocha
dvojce komplexné sdruzenych imag. riznobéznych rovin
dvojce komplexné sdruzenych imag. rovnobéznych rovin
dvojce redlnych ruznobéznych rovin
dvojce redlnych rovnobéznych rovin
jedna vlastni a jedna nevlastni rovina
dvojnasobna vlastni rovina
dvojnasobna nevlastni rovina

e Kvadrika jejiz matice ma hodnost 4 je reguldrni kvadrika.

e Kvadrika jejiz matice ma hodnost 3 je kuzelova nebo vélcova plocha.

e Kvadrika jejiz matice ma hodnost 2 je tvofena dvojici rovin.

e Kvadrika jejiz matice ma hodnost 1 je tvofena jednou rovinou.



Realné kvadriky

elipsoid dvojdilny hyperboloid elipticky paraboloid

V%€

.

jednodilny hyperboloid hyperbolicky paraboloid kuzelova plocha
eliptickd vélcova plocha hyperbolicka valcova plocha parabolickd valcova plocha

ruznobézné roviny rovnobézné roviny rovina

7/




Priklad. Urcete typ kuzelosecky s rovnici 42 + dzy +y? + 8z + 2y — 3 =0.
Resend Napisi matici kuzelosecky

-3 4 1
C=1|4 4 2
1 21

K uréeni typu kuzelosecky potiebuji hlavni a vedlejsi signaturu matice kuzelosecky. Tedy signa-
4 2
2 1
prevadéni na diagondlni tvar zaénu odspodu a prvni upravim na diagondlni tvar matici C. Od
druhého fadku odectu dvojnédsobek tietiho fadku a pak od druhého sloupce odec¢tu dvojnasobek
tfetiho sloupce.

turu matice C' a matice C' = ( ) Nemusim upravovat kazdou matici zvlast, staci, kdyz pii

4 1 4 1 -3 2 1
4 4 2| ~12 0 0]~|2 0 Of~
1 21 1 21 1 0 1

V tuto chvili mohu uréit vedlejsf signaturu, ta je (1,1,0), t.j. signatura matice . Pokracuji

0 0
0 1
v upravach matice. Od prvniho fddku odectu tieti fadek a pak od prvniho sloupce odeétu tieti
sloupec. Dale k druhému fddku pfi¢tu polovinu prvniho fadku a k druhému sloupci pfi¢tu polovinu

prvniho sloupce.

—4

2 0 —4 —4
2 0 0~
1 0 1

0
0

2 0 2 0 -4 0 0
2 0 0f~ 1 0)J~{0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 1
Hlavni signatura je tedy (0,2,1). Z tabulky zjistim, Ze se jednd o parabolu. Mimochodem uz na
zacatku, z tvaru matice kuzelosecky bylo vidét, ze se bude jednat o regularni kuzelosecku, matice

byla reguldrni. Jedind reguldrni kuzelosecka, kterd mé vedlejsi signaturu (1, 1,0) je parabola.

Piiklad. Urcete typ kuzelosedky x2 — 3y? — Szxy — 4 + 16y +4 =0
Resend Matice kuzelosecky je

4 =2 8
-2 1 -4
8§ —4 -3

Matici upravim na diagonalni tvar. Ke tfetimu fadku pfictu ¢tyinasobek druhého a pak obdobné
se sloupci. Nasledné pfictu k prvnimu fadku dvojnasobek druhého a to stejné pro sloupce.

4 -2 8 4 -2 0 4 =2 0 0 0 O 00 O
-2 1 4]l ~1-2 1 0 ~1-2 1 0 ~1-2 1 0 ~(0 1 0
8§ —4 -3 8§ -4 -19 0 0 -19 0 0 -19 0 0 -19

o =
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Hlavni signatura je (1,1,1) vedlejsi signatura je (0, 1,1), jak vidime z matice <
se o dvé redlné ruznobézky.
Priklad. Urcete typ kuzelosecek

1. 22+ 320y — 20 +4y —4=0

2. 92246y — 62y —30c+1=0

3. 4a? +y? + 4wy + 162+ 8y —3=0

4. 422 +y? —dxy—Hx—4=0

5. 22 +4y? +day+2x+4y+1=0



Reseni 1. hyperbola, 2. elipsa, 3. dvojce redlnych rovnobézek, 4. parabola, 5. jedna redlné piimka

(dvojndsobna)

Piiklad. Urcete typ kvadriky s rovnici 222 + 3y? + 22 — 422 + 6yz + 4z + 6y — 42 + 6 = 0.

Regeni Matice kvadriky je

6 2
2 2
3 0
-2 =2

3
0
3

3

-2
-2
3
1

Upravim ji na diagonalni tvar. Od tfetiho fadku odectu trojnasobek ¢tvrtého fadku a pak obdobné
pro sloupce. Poté k druhému fadku prictu dvojnasobek ¢tvrtého fadku a obdobné pro sloupce.

6 2 3 -2 6
2 2 0 -2 2
9 6 -6 0] |09

2 -2 3 1 -2

2
2
6

-2

9
6

—6

0

1

6
2

2
-2

6
2
9

-2

Déle prictu tieti fadek k druhému a obdobné pro sloupce. V tomto kroku vidim, ze vedlejsi
signatura je (0,2,1). Dédle prictu dvojndsobek ¢tvrtého fadku k prvnimu rddku a obdobné pro

sloupce.
6 2 9 =2 6 5 9 =2 2 5 9 0 25 9 0
5 4 0 0 5 4 0 0 5 4 0 0 54 0 0
9 6 —6 0 9 0 -6 0 9 0 -6 0 9 0 -6 0
-2 0 0 1 -2 0 O 1 -2 0 0 1 00 0 1
Nasledné prictu % nasobek tretitho fadku k prvnimu fadku a to samé pro sloupce. Pokracuji
odectenim g nasobku druhého faddku od prvniho fadku a obdobné tpravy pro sloupce.
15,5 5 0 0 15,5 5 0 0 9,25 0 0 O 9,25 0 0 O
5 4 0 0] 5 4 0 0] 5 4 0 0] 0 4 0 O
9 0 -6 0 0 0 -6 0 0 0 -6 O 0 0 -6 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Hlavni signatura je (0,3, 1), proto se jednd o dvoudilny hyperboloid.

Piiklad. Urcete typ kvadriky s rovnici 1+ 922 — y? — 322 + 62 + 2yz = 0.

Reseni Matice kvadriky je

Upravim ji na diagondlni tvar

OO W

OO O Ww

OO W

OO O Ww

OO O

o o o o

Vedlejsi signatura je (0,2, 1). Vedlejsi signaturu jsme urcili z prvni matice s tim, Ze pocet zdpornych
¢isel na diagondle ma byt podle imluvy pro urceni signatury mensi nebo roven poctu kladnych
¢isel, t.j. signatura neni (0,2,1) ale je (0,1,2), (pFedstavim si matici vyndsobenou —1). Hlavni
signatura je (1,2,1), (opét z davodu timluvy nenf signatura (1, 1,2)). Zadand kvadrika je kuzelova

plocha.



Priklad. Urcete typ kvadrik
1. 2?2 +y? — 22z —4dyz —22—-7=0
2. —x2 —4y? — 2% —day+ 20z +4yz+4x +8y —42+3=0
3. 22+ 2+ 2246y — 202 —4dyz+42+1=0
4. 922+ 4?2 — T2 + 6oy +62+2y +4=0
5. 22412 +22 -2z —4x+22=0

Resend 1. jednodilny hyperboloid, 2. dvé rovnobézné roviny, 3. hyperbolicky paraboloid, 4. hyper-
bolické valcova plocha, 5. elipticky paraboloid

Polarni vlastnosti kvadrik (kuzelosecek)

%
Definice. Body A = (@) a B = (b) v PS (PS) jsou poldrné sdruzené vzhledem ke kvadrice
(kuzelosecce) @ s matici C, jestlize plati aTCh =0.

Véta. Je-li bod A poldrné sdruzeny vuci kvadrice (kuzeloseéce) se dvéma ruznymi body B, C' je
polarné sdruzen s kazdym bodem piimky BC'.

Definice. Bod Y nazveme singuldrné bod kvadriky (kuzelosecky) @, je-li poldrné sdruzen se vSemi
body prostoru P§ (roviny PS). Body kvadriky (kuzelosecky), které nejsou singuldrni, nazveme
reguldrni body kvadriky (kuzelosecky).

e Je-li Y singuldrni bod kvadriky (kuzelosecky) @, pak Y € Q.

e Singularni bod Y = (/) kvadriky (kuzelosecky) s matici C spliiuji 2 7CY = 0 pro viechny
body X = (7') z P§ (PS. Z toho dostaneme, ze vektor 3 musi spliiovat homogenni soustavu
CY =0.

Véta. Bud P singularni bod kvadriky (kuZelosecky) Q. Dale necht bod R € Q. Pak piimka PR
je soucdsti Q.

Priiklad. Nejdéte singularni body kvadriky x% + 23+ 87011 — 22072 + 43073 — 871272 — 42973 = 0

Regend Kvadrika m4 matici
1 4 -1 2

4 0 —4 0
-1 -4 1 =2
2 0 -2 0

Resime homogenni rovnici s touto matici. Po zjednodusSeni dostaneme matici

1 4 -1 2 02 0 1
1 0 -1 0 1 0 -1 0
Reseni homogenni soustavy s touto maticf je podprostor generovany vektory (¢,0,t,0) a (0, s, 0, —2s),

s,t € R. Proto singularni body kvadriky jsou body piimky ur¢ené dvéma body s homogennimi
soufadnicemi (1,0,1,0) a (0,1,0,—2).

Pi#iklad. Nejdéte singuldrni body kuzelosecky 2 + 6zox1 + 223 — dxoxs + 22122 — 323 =0
Reseni Kuzelosecka m4a matici

1 3 -2
3 2 1
-2 1 -3



Resime homogenni rovnici s touto matici.

1 3 -2 1 3 -2
3.2 1 |~(0 -7 7 N((l) _31 _12>
-2 1 -3 0 5 -5

Tato homogenn{ soustava mé ndsobky vektoru (1, —1,—1). Singuldrni bod kvadriky je tedy bod s
homogennimi souradnicemi (1, —1,—1).

Definice. Necht bod P nenf singuldrnim bodem kvadriky (kuZelosecky) Q. Rovinu (pt¥imku)
polarné sdruzenou s bodem P nazveme poldrné rovina (poldra) vzhledem ke kvadrice (kuzelosecce)
Q. Bod P nazveme pdl.

e Necht bod P m4 vektor homogennich soufadnic 7 potom poldrni rovina (poléra) mé obecnou
rovnici 7TCZ = 0, kde 7 = (z0, 71,79, 23) v P (nebo v projektivni roving PS je 7 =
(w0, 71, 72)).

Piiklad. Urcete poldaru bodu P s homogennimi souradnicemi (1, —2, 1) vuéi kuzelosecce s matici

1 3 -2
c=13 -1 7
-2 7 =5

Reseni Dosadime do vzorce z minulého odstavce ?TC’Y =0

1 3 -2 Zo
(1L,-2,1)( 3 -1 7| |21 | =—Two+ 12z, — 212y =0
-2 7 -5 X2

Polara bodu P je dana rovnici —7xg + 1227 — 21xo = 0.

Véta. (Vzajemnost pélu a polarni roviny (poldry)) Necht @ je kvadrika a P, R jsou dva nesin-
guldrni body. Lezi{-li bod R v poldrni roviné (na poldie) bodu P, potom bod P lezi v polarn{ roviné
(na polére) bodu R.

Definice. Necht @ je kvadrika (kuzelosecka) a T je jeji regularni bod. Polérni rovinu (poléru) bodu
T vzhledem ke kvadrice (kuzelosecce) @ nazveme tecnou rovinou (tecnou) kvadriky (kuzelosecky)
Q@ s bodem dotyku T.

Véta. Tecné roviny (tecny) vedené ke kvadrice (kuzelosecce) z bodu P ¢ @ se dotykaji kvadriky
(kuzelosecky) v bodech, v nichz kvadriku (kuzelosecku) @ protind polarni rovina (poldra) bodu P
vzhledem ke kvadrice Q.

Piiklad. Napiste rovnici teény kuzelosecky 8 — 22 — 4y + 22y — 5y? = 0 v jejim bodé [1,1].
Reseni Teéna prochézejici bodem [1, 1], ktery lezi na kuzelosecce je polara tohoto bodu vuéi
kuzelosec¢ce. Homogenn{ soufadnice bodu [1, 1] jsou (1,1,1) a matice kuzelosecky je

8 0 -2
0o -1 1
-2 1 =5

Dosadim do vzorce pro vypocet polary

(1,1,1) 0 -1 1 T :6.%‘0—61‘2 =0

Rovnici z homogennich soufadnic prevedu do soucasnic x, y a ziskdm rovnici tetny je 1 —y =0



Piiklad. Napiste rovnici tecen kuzelosecky —x? — 4y + 2xy — 5y? = 0 (véetné bodi dotyku)
prochéazejicich bodem [—2,0].

Regeni Teény prochazejici bodem [—2,0], se dotykaji kuzelosecky v prusecicich polary tohoto
bodu vuéi kuzeloseéee. Homogenn{ soufadnice bodu [—2, 0] jsou (1,—2,0) a matice kuzelosecky je

0 0 -2

Dosadim do vzorce pro vypocet polary

(]., —2, 0) 0 -1 1 X1 = 21‘1 — 4:1;‘2 =0
-2 1 =5 Ta

Poldra mé tedy rovnici x — 2y = 0 Body dotyku jsou pruseéiky polary a kuzelosecky, proto do
rovnice kuzelosecky dosadim rovnici x = 2y vyjadiené z rovnice polary.
—(29)* — 4y +4y® — 5y° =0
—5y% — 4y =0
Kofeny rovnice jsouy = 0ay = 7%' Body dotyku pak jsou [0,0] a [f% f%]. Homogenni soufadnice
bodu dotyku jsou (1,0,0) a (1, —%, —%), druhému bodu odpovidaji homogenni soufadnice (5, —8, —4).
Najdeme polary téchto bodu, které jsou pozadované teény kuzelosecky.

0 0 -2 o
(1,0,0) 0 -1 1 I = —233‘2 =0

(5,78, 74) 0 -1 1 1 = 8$0+4QZ1 +21‘2 =0

Te¢ny maji rovnicey =0a2x+y+4=0.
Piiklad. Urcete teény kuzelosecky 5 + 22 — 4y + 6xy + y? = 0 prochézejici bodem [—2, —3].
Reseni Body dotyku tecen jsou [—1,1], [3, —1], teény pak jsou 11+16z—Ty = 0, 19—42+9y = 0.

Afinni vlastnosti kvadrik a kuzelosecek - stired, pruméry a asymptotické smeéry

Definice. Bod S nazveme stredem kvadriky (kuzelosecky) @, je-li vzhledem ke @ polarné sdruzen
s kazdym nevlastnim bodem.

Kazdy singuldrni bod kvadriky (kuzelosecky) je jejim stfedem.

T
Bod S s homogennimi soufadnicemi (sg, 1, 2, $3) je stfedem kvadriky @ s matici C = (Cgo CC—,

pokud je splnéna rovnost -
cso + C(s1, 82,83) = (0,0,0)

Piiklad. Urcete stied kuzeloseéky @ dané rovnici 22 — 2zy + 2y% — 4z — 6y + 3 = 0.

3 -2 =3
Regeni Kuzelosetka mé matici [ -2 1 -1 . Homogenni soufadnice stiedu (s, s1, $2)
-3 -1 2

museji spliiovat soustavu rovnic

7250+51752:0
—3890 — 81+ 250 =0
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Jedna moznost feseni je vyresit pfimo tuto soustavu. Pokud si ale uvédomime nasledujici vztah,
dostaneme druhou moznost jak najit sou¢adnice stiedu. Pfepiseme si soustavu rovnic jako skaldrni
soucin.

(_27 17 _1) . (80781782) =0
(73, 71,2) . (80,81,82) = 0

tedy vektor homogennich sou¢adnic (s, s1, s2) musi byt kolmy na vektory (—2,1,—1) a (=3, —1,2).
Vyuzijeme vektorovy souéin a dostaneme, (g, s1, $2) = (—=2,1, —1)x (=3, —1,2) a tedy (so, 51, $2) =
(1,7,5). Stted ma homogenni soufadnice (1,7,5), proto je stied kuzelosecky v bodé [7,5].

Definice. Kvadrika (kuzelosecka), kterd m4 alespon jeden vlastni stied se nazyvé stredovd. V
opa¢ném pifpadné mluvime o nestredové kvadrice (kuzelosecce).

e Je-li Q stredovd kvadrika (kuzelosecka), potom je stiedové soumérnd podle kazdého svého
vlastniho stfedu.

Véta. Kvadrika @Q je stfedova prave tehdy, kdyz pro hodnosti plati: hodC = hod(c, C'). Specidlné

kvadrika m4 prévé vlastn{ jeden stied prévé tehdy, kdyz det(C) # 0.

Definice. Necht U, je nevlastn{ bod, ktery neni bodem kvadriky (kuZelosecky) Q v C /Tg (/TS)
Poldrni rovinu (pfimku) bodu Us nazveme pramérovd rovina (pramér) kvadriky (kuzelosecky)

Q.

e Dva pruméry pruméry kuzelosecky Q v Tg, z nichz kazdy je sdruzen se smérem druhého
nazyvame sdruzené prumeéry kuzelosec¢ky Q.

e Prumérova rovina (prumér) obsahuje vzdy stied kvadriky (kuzelosecky).

Definice. Nevlastni bod (tj. smér) kvadriky (kuzelosecky) Q v C A (AS) se nazyva asymptoticky
smér kvadriky (kuzelosecky).

Vlastni tecnd rovina (te¢na) s nevlastnim bodem dotyku je asymptotickd rovina (asymptota)
kvadriky (kuZzelosecky).

e Asymptotickd rovina (asymptota) obsahuje vzdy stfed/stiedy kvadriky (kuzelosecky).

Piiklad. Urcete asymptotické sméry kuzelosecky 222 — 4xy + y? — 2z + 6y — 3 = 0.

Resent Prepisi kuzelosecky rovnici do homogennich souradnic 2x% — 4z + x% —2x1 4 629 —
322 = 0. Hledam nevlastni body kuzelosetky, tedy hleddm priseciky kuzelosecky s nevlastn{
piimkou ¢ = 0. Proto do rovnice kuzelosecky dosadim zg = 0, tim ziskdm rovnici

203 — dz179 + 235 = 0.

Hleddm takové x; a s, aby spliovali tuto rovnici. Homogenni soutfadnice z1 a x2 jsou urcéené az
na nasobek, z1 je bud 0, pak dostanu rovnici #3 = 0 a jediné fesenf xq = 1 = x5 = 0, nevyjadiuje
homogenni souradnice zddného bodu. Nebo je 2y néjaké nenulové ¢islo, zvolim xg = 1, pak dostanu
rovnici

1 —4day + 23 =0.

Tato rovnice méa dvé Feseni zo = 2 + /2, dostavam tedy dva nevlastni body kuzelosecky s homo-
gennimi soucadnicemi (0,1,2 + v/2) a (0,1,2 — v/2). Asymptotické sméry kuzelosecky jsou tedy

(L2+v2) a (1,2 - V2).
Metrické vlastnosti kuzelosecek

Pokud mluvime o metrickych vlastnostech pohybujeme se v I[*Tg. Budeme uvazovat pouze kuzelosecky

T —
s matici C' = (CZO CC>, kde matice C' je nenulova.
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Definice. Smér uréeny nenulovym redlnym vektorem o se nazyva hlavni smér kuzelosecky @,
je-li vzhledem ke ) polarné sdruzen s kolmym smérem.
Véta. Ke kazdé kuzelosecce existuji alesponn dva na sebe kolmé hlavni sméry. Ma-li kuzelosecka

T _
matici C' = (Cgo C) jsou hlavni sméry kuzelosecky vlastni vektory matice C.

C

e Pokud mé matice C' dvojnasobné vlastni ¢islo, ma matice nekoneéné mnoho vlastnich vek-
tort. Vybereme dva na sebe kolmé vlastni vektory.

e Pokud ma matice C vlastn{ &fslo 0 je det(C) = 0 a jde o kuzelosecku s nevlastnim stiedem.

Definice. Je-li Uy, nevlastni nesingularni bod uréeny hlavnim smérem kuzelosecky @, pak polaru
bodu U, pokud je to vlastni piimka, nazyvame osou kuzelosecky. Vlastni prusecik kuzelosecky
s jeji osou je vrchol kuzelosecky. (Je-li nevlastni bod hlavniho sméru kuzelosecky nevlastnim sin-
gularnim bodem kuzelosecky, pak definujeme jako osu kuzelosecky libovolnou vlastni piimku,
kolmou na tento smér)

e Kuzelosecka je osové soumérna podle kazdé své osy.
e Elisa mé 4 vrcholy, hyperbola mé dva redlné vrcholy a parabola ma jeden redlny vrchol.

e Pokud dostaneme vlastni ¢islo 0 bude osa, kterd odpovida vlastnimu vektoru s vlastnim
¢islem 0 = hlavnimu sméru, nevlastni primka. Tuto nevlastni pfimku nepovazujeme za osu
kuzelosecky.

e Elipsa a hyperbola maji dvé navzajem kolmé osy, parabola mé jen jednu osu.

Piiklad. Urcete hlavni sméry kuzelosecky 4xy + 3y% + 16z + 12y — 32 =0

-32 8 6
Reseni Matice kuzelosecky je 8 0 2| tedy mdme C = ((2) ;) Hledame vlastni ¢isla
6 2 3

matice C, to znamend, ze hledame feSeni rovnice

0-x 2\ _ _
det<2 3_)\)>\ 3\ —4=0.

Tato rovnice mé feSeni —1 a 4. Pocitame vlastni vektory odpovidajici témto vlastnim ¢islum

CE -0 ()06

Dostévdme pro vlastni ¢islo —1 vlastni vektor (—2,1) a pro vlastni ¢islo 4 vlastni vektor (1,
Hlavni sméry kuzelosecky jsou vlastnimi vektory matice C, proto hlavni sméry jsou (—2,1) a (1,
Vsimnéme si, ze hlavni sméry kuzelosecky jsou na sebe opravdu kolmé.

2).
2).
Piiklad. Urcete osy a vrcholy kuzelosecky z minulého piikladu.

Reseni Osy kuzelosecky jsou poldrami nevlastnich boda hlavnich smért. Hlavni smér (—2,1)
m4 nevlastni bod (0, —2, 1), jeho poldru vypocitdme vyndsobenim matice kuzelosecky

-32 8 6 T

(O, -2, 1) 8 0 2 x1 | = —10x9 + 221 — 22
6 2 3 xTo

Proto obecnd rovnice osy 01 je 2¢ —y — 10 = 0. Hlavn{ smér (1, 2) m4 nevlastni bod (0,1, 2) a jeho
polara je
2 8 6 ZTo
0 2 1 | = 20x9 + 421 + 822
2 3

]

-3
(0,1,2) | 8
6
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Dostavame tedy obecnou rovnici osy oy  + 2y + 5 = 0.

Vrcholy kuzelosecky jsou pruseciky os s kuzeloseckou, Fesime tedy soustavu dvou rovnic -
rovnice osy a rovnice kuzelosecky. Nejdiive pro osu o;. Vyjadiime si z obecné rovnice osy y =
2z — 10 a toto dosadime do rovnice kuzelosecky a upravime.

4x(2x — 10) + 3(2z — 10)? + 16z + 12(2z — 10) —32 =0
572 — 30 +36 =0

Tato kvadratickd rovnice mé dva kofeny x = 3+ @. Dopocitame k nim hodnoty y a dostaneme
dva redlné vrcholy A = [3 + @, -4+ 4—@] aA=[3- ZT‘/E, —4— 45@].
Déle hledame pruseéiky osy oo s kuzeloseckou. Z obecné rovnice osy vyjadiime x = —2y — 5 a

dosadime do rovnice kuzelosecky. Rovnici upravime.

4(=2y — 5)y + 3y> + 16(—2y —5) + 12y — 32 =0
—5y? —40y — 112 =0

Tato rovnice ma pouze komplexni koteny y = —4 + i‘lg)@. Dostaneme dva imaginarni komplexné
sdruzené vrcholy.

Celkové jsme tedy dostaly pouze dva redlné pruseciky A a B, které jsou vrcholy kuzelosecky.
7 toho muzeme usuzovat, ze se jednd o hyperbolu, kterd ma dva vrcholy. A opravdu jednd se o
hyperbolu a na nésledujicim obrdzku je znazornéna hyperbola a jeji dvé osy, z nichz mé pouze
jedna pruseciky s hyperbolou.

151

101

-10,

=15

Piiklad. Urcete stied, osy a vrcholy kuzelosecky —4 + 2z + 22 4 12y + 122y — 832 = 0. O jakou
kuzelosecku se na zakladé vypocteného stiedu, os a vrcholu jedna?

Resend 1. Stied mé soufadnice [—1,0], osy jsou 2 + 2z + 1y = 0, 1 + 1o — 2y = 0, dva redlné
vrcholy [—2, —3], [0, 3] odpovidajici prvni ose, druhd osa nemd redlné pruseéiky s kuzeloseckou.
Kuzelosecka ma 2 vrcholy, jednd se tedy o hyperbolu.
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