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Geometrie

GEOMETRIE

AXIOMATICKA VYSTAVBA GEOMETRIE

EUKLEIDOVY POSTULATY

e Postulaty,na zakladé kterych axiomaticky vystavél geometrii ve svych Zakladech

1. Postulat: Budiz ikolem od kteréhokoliv bodu ke kterémukoliv vésti primku.
(Dvéma body lze vést primku.)

2. Postulat: A primku omezenou neptetrzité rovné prodlouziti. (P¥imku lze
neomezené prodluZovat.)

e Pod pojmem piimka se plivodné rozumél geometricky utvar, ktery v
soucasné dobé nazyvame usecka.

3. Postulat: A z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomérem narysovati kruh. (Ze
zadaného stiedu lze opsat kruznici se zadanym polomérem.)

4. Postulat: A Ze vSechny pravé thly sobé rovny jsou. (VSechny pravé uhly jsou stejné.)
5. Postulat: A kdyz primka protinajic dvé primKky tvofi na téZe strané vnitini (prilehlé)
uhly mensi dvou pravych, ty dvé primky prodlouzeny jsouce do nekonecna Ze se

sbihaji na té strané, kde jsou thly mensi dvou pravych.
la + 8] < 180°, potom se primky protnou na pravé strané

o
=/ v, g
A Ir Al

D. HILBERT

e Zaiklady geometrie
e Zakladni objekty jsou bod a primka

1. AXIOMY INCIDENCE

e [ 1 Dvéma riznymi body prochazi pravé jedna primka.
e 12 Nakazdé primce jsou alespoii 2 body.
e I 3 Existuji 3 body které neleZi na téZe primce.

0 °
. " bodﬁa + 3 Pi{mg—g_
- Slu -
it i m & Sl (I(W‘I7_+T)
g
? @
° = Olboo(ﬁ + A2 P’?"N}‘
6 & 4

%X % = f'rwil\/ﬁi()lw’)’ ?OTLV
e boc}a =5 m\if\'ilnl; ‘30(}'3
- - N &
I f\v\\m&.& e SMML‘& M%or?)(}n bods

1



Geometrie

Véta: Dvé riizné primky mohou mit spolecny nejvyse jeden bod.

Diikaz: Predpokladejme, Ze dvé riizné primKky p a g maji spole¢né alespon 2 body - I 1
— spor (p =q)m

2. AXIOMY USPORADANI

U 1 Jestli bod C lezi mezi body A a B, pak A, B, C jsou 3 navzajem riizné body piimky a
plati, Ze bod C lezi mezi body B a A.

i. — } l
A c B

U 2 Ze tfi rznych bodt piimky pravé jeden lezi mezi ostatnimi.
U 3 Jsou-li body A # B, pak vZdy existuje alespon jeden bod C takovy, Ze bod B lezi mezi
AaCcC.
{ { i
A 8 C
U 4 (Paschiiv) Jsou-li E, F, G nekolinearni body a p je ptimka, na které lezi bod M, ktery
lezi mezi E a F, pak existuje bod N, ktery lezi na pifimce p a plati:
o budN=¢G
o neboNlezimeziEaG
o nebo Nlezimezi F aG.

S axiomy usporadani a incidence lze definovat:
o Polopiimku

o Use¢ku
o Polorovinu
o Uhel

o Trojuhelnik
Véta: Na kaZdé primce leZi nekonecné mnoho navzdjem riiznych bodui.
Dukaz: Plynez U 3.

[ S S R
A Bc‘!‘szs

3. AXIOMY SHODNOSTI

Shodnost je ekvivalence (reflexivni, symetricka a tranzitivni)

S 1 Pro kaZzdou use¢ku AB plati AB = BA (shodnost).
o Reflexivni

Pro kazdé dvé useCky AB a CD plati: je-li AB = CD, pakje CD = AB.
o Symetricka

Pro kazdé tri use¢ky AB, CD a EF plati: je-li AB = CD aCD = EF , pakje AB = EF.
o Tranzitivni
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e S 2 Necht je AB tisecka a CD poloptrimka. Potom na CD lezZi praveé jeden bod E takovy, Ze
AB = CE.
e S 3 Nechtbod ClezimeziAaBaC lezimezi A"a B’, pticemz AC = A'C’aCB = C'B’,
potom AB = A'B".
e S 4 Shodnost thli je reflexivni, symetricka a tranzitivni (viz S 1).
e S5 Prokazdy uhel xAVB a kaZdou polorovinu A'V'M existuje jedina poloptfimka V'B’
takova, ze <AVB = <A’V'B’.
e S6Bud AABCaAAB’C’ dva trojuhelniky. Jestlize AB = A'B’, AC = A’C" a <BAC =
LB’A’C’, potom plati BC = B'C’, ¥ABC = ¥A’B’C" a <ACB = <A’C’B’ (véta SuS).
e Saxiomy shodnosti, usporadani a incidence Ize definovat:
o Osu tsecky
o Osu thlu
o Pravy thel
o Porovnat délku asecek
o Definice: Délka tisecky |AB| usecky AB s vlastnostmi:
o |AB| >0,
o AB = (CD,pak |AB| = |CD|,
o Clezimezi AaB,pak|AC|+ |CB| = |AB|,
o existuje usecka délky 1.

4. AXIOMY UPLNOSTI (SPOJITOSTI)

e A (Archimediiv axiom) Je dana poloptimka AB a usecka CD. Na polopfimce je mozné
volit body Py = A, Py, P, ... tak, Ze kazda usecka P;P;,; = CD a P;;, # P;_;. Pak existuje
n € N tak, Ze B lezimezi A a P,.

}

YL

Il
L2

e C (Cantoruv axiom) Necht mame {A, B, },en posloupnost usecek které lezi na piimce
takové, Zze A1 By D A;B, D -+ D AjB; D Aj41Bj4q D -+, pakje prinik téchto usecek
neprazdny ﬂ;‘;OAij =0

e D (Dedekindiiv axiom) Body usecky AB rozdélime do dvou tiid I a II s vlastnostmi.

o kazdy bod usecky AB patii do praveé jedné tiidy,

o bodA€el,bodBEIl,

o je-liX €1, pakjeikazdy bod lezici mezi A a X v tridé I,

o je-liY €I, pakjeikazdy bod leZici mezi B a Y v tridé II.
Potom existuje tzv. hrani¢ni bod H, ktery patri bud’ do tridy I nebo do II a ma nasledujici
vlastnosti:

o je-liH # A, pak kazdy bod X mezi A a H patti do tiidy |,

o je-liH # B, pak kazdy bod Y mezi B a H patfi do tridy II.

e Geometrie saxiomy [, U, S, A, Cal, U, S, D jsou ekvivalentni a nazyvaji se absolutni
geometrie.
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VEKTOROVY PROSTOR

e Definice: Je dano téleso T (R, C). MnoZinu V nazveme vektorovy prostor nad télesem
T, jestliZe jsou definované operace s¢itani (+) prvkt z V a nasobeni () prvki z V
prvkem z T tak, Ze V U, ,w € V aVa, b, c € T plati:

o U+v=v+1,
u+@W+w)=@U+7)+w,

36;0+uUu=uUu+0=1,

I—-u;u+ () =(-uw)+u=o,

a-(b-u)=(a"b) 1,

(a+b)-u=a-u+b-1,

36:0-U =0,

o a-uev.
¢ R"je aritmeticky vektorovy prostor.

0O 0O O 0O O O

VEKTOROVY PODPROSTOR, LINEARNI KOMBINACE VEKTORU

o Definice: Neprazdnou mnozinu W c V nazveme vektorovym podprostorem
prostoru V, jestlize
o VuveW,u+vew,
o VaeRVueW,aueWw,
e Vlastnosti
O U, Uy, ., U E W;Zﬁl a;u; €W,
o o€eWw,
o Kazdy podprostor je vektorovy prostor.

e Definice: Kone¢nd mnozina vektort S = {v], ..., v} z vektorového prostoru V se nazyva
linearné nezavisla, jestlize rovnice
K
i=1

ma jediné reSenia ; = .- = a; = 0.V opacném pripadé se nazyva linearné zavisla.

e Definice: Vektor ¥ vektorového prostoru V je linearni kombinaci vektori
U1, ..., U € V, jestliZe existuji skalary ay, ..., ay tak, Zze ¥ = Y5, a;7,.

e Baze je mnozina linearné nezavislych vektori, které generuji cely vektorovy prostor.

e Priklad 1: Je dan R3 urlete, zda vektory %, ¥, W jsou linedrné zavislé (LZ) ¢i linedrné
nezavislé (LNZ).
T=(213);5=(221;w=(2-17)

2 1 3 2 1 3 2 1 3
(2 2 1>~<0 -1 2)~(0 -1 2>—>vekt0ryjsouLZ.

2 -1 7 0 2 -4 0 0 O

e Priklad 2: Je dan R3 urcete a vektory #, ¥, W. Urlete pro jaka a jsou tyto vektory
linearné zavislé (LZ).
u=(1,1,1);v=>0,a1);w=(22,a)

1 1 1 1 1 1
1 a 1|~|0 1-a 0 | = vektory jsoulLZ proa = {1; 2}.
2 2 a 0 0 2—a

4
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Priklad 3: Pro které m € Rje u = (m, 1,—15,0) linearni kombinaci vektort
(2,—-4,6,1),(1,4,3,-2)a(3,1,9,-1).

a, 2 + a1 + az*3 = m
a; - (—4) + a, -4 + az-1 = 1
a6 + a3 + as'9 = -15
a1 + a,"(-2) + a3 (1) = 0
2 1 3 m 1 -2 -1 0 1 -2 -1 ¢ 0
-4 4 1 1 1 (-4 4 1 1 1 (0 -4 -3 : 1 |_
6 3 9 —15 6 3 9 —15 0 15 15 : =15
1 -2 -1 0 2 1 3 m 0 5 5
1 -2 -1 0
~<0 -4 =3 1 M= —§
0 0 1 -3
0 0 O m+5

AFINNI PROSTOR

Definice: Je ddna neprazdna mnozina A4, n-rozmérny vektorovy prostor V;,(T) (v nasSem
piipadé T = {R, C}) a zobrazeni f: A X A - V, tak, Ze plati:
o VXY ZeAfXYV+fY,2)=fX2)
= linearni
o 3IPEA;proV X € Ajezobrazeni fp: A = V, definované fp(X) = f (X, P) je
vzajemné jednoznacné (dvéma bodlim prifadime vektor)
= Pjebod, ktery odpovida nulovému vektoru ve vektorovém prostoru
Potom trojice A, = (4,V,, f) je nazyvana afinni prostor (n - rozmérny).
A ... nositel afinniho prostoru,
V, ... zaméreni afinniho prostoru,
f ... zobrazeni.
Prvky z A nazyvame body.
fAXA-V, = Y, X—X-Y
fX,P)=P—-X=1u
o nedovoluje soucet dvou bodii nebo odecist od vektoru bod

Definice: Je dan afinni prostor 4,, = (4,V},, f), dimenze n = 1, je dana baze
B = (e], ey, ..., e,) zaméfeni V},, je dan bod P € A,,.
Uspoiadana (n+1)-tice
R =(P,ej,e,...en)
je nazyvana repér prostoru A,,.

Definice: Je dan afinni prostor 4,, = (4,V,,, f), dimenze n = 1, repér
R =(P,ej, ey ..., e,).
Zobrazeni l: A — R™, které kazdému bodu x € A ptiradi n - tici [x4, ..., x,] € R",
definovanou vztahem X = P + x,e; + --- + x, €, , nazyvame linearni soustava
souiadnic urcena repérem R.

P ... pocatek linearn{ soustavy soufradnic,

ey, ..., e, ... souradnicové vektory,

X1, euu) Xp ... SOUradnice bodu X vzhledem k LSS urcené repérem R,

X =[x, e, Xplz -
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e Priklad: V A3 je dan rovnobéznostén ABCDEFGH. Urcete souiadnice jeho vrcholid
vzhledem k LSS urcené repérem R.
a)R=(A,B—AD—AE—A)

A=[1-10] E =1[0,-1,1]
B =[1,0,—1] F =10,0,0]
c=[11,-1] G =[0,1,0]
D =[1,0,0] H =10,0,1]

e Priklad: Urcete souradnice bodu E, ktery je E = [0, —1]% vzhledem k repéru

S=(Q =[2,-1lz fi = 22)z; f2 = (1, —1)z) (slozky jsou udény vii&i repéru R),
R =(P, ], 3).

E-Q=1[0,-1]g — [2,-1]g = (=2,0)% = x1(2,2)% + x2(1,—D)x

1
_)xl = _E’xz = —1
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ROVNICE AFINNfHO PODPROSTORU

e Parametrické vyjadreni
o Obecna rovnice (existuje pouze pro naddimenzi)

e Priklad: VA, je dana piimkap = {[1,0],u = (—1,4)}
a) Parametrické vyjadreni
x=1-1t
y =0+ 4t; teR
b) Obecna rovnice piimKy (pozor, neni definovana normala)
4x+y—4=0

e Priklad: VA3 napiSte rovnici primky p, ktera je priise¢nici rovin g a o
0:2x—4y+z=0
oox+y+z—1=0
Neexistuje obecna rovnice primky!

(D) 2x—4y+z=0
(2) —x—-y—z+1=0
(1)+(2) x—5y+1=0 —y=tx=—-1+5z=2-6t

e Priklad: Jsoudany body U = [1,2 - 1],Y =[2,1,0],Z = [3,1,—1]
a) Urcuji body rovinu? Pokud ano, napiste jeji obecnou rovnici.

UY = (-1,1,-1); UZ = (1,0,—1) — nelezi na ptimce (LNZ — urcuji rovinu)

Parametricka rovnice

X = 1_t‘H‘}x+z=—2t

2y =4+ 2t

y = 2+t
z=—-1-t—-u

}|x+2y+z—4=0|

Pres determinant matice

X y z
det<—1 1 —1>=(—x—y)—(z+y)=|—x—2x—z+d=0|
1 0 -1

VZAJEMNA POLOHA AFINNICH PODPROSTORU

e Afinni podprostory {U,u;, uy, ... },{V,v7,v5, ... }
o Jejich prinik je neprazdny < U — V je LZ s ostatnimi vektory uy, us, ..., vy, U3
- —_— — —_— = 7 7 v 7 . 7 v 7 . 7
o Kdyjsouuq,uy, ..., vy, v, linearné zavislé ¢i nezavislé?
= Primky LZ jsou rovnobézné nebo totozné
=  Piimky LNZ jsou mimobézky nebo rtiznobézky

e Priklad: VySetrete vzajemnou polohu pirimek p, q v 43, je-li
p= {B = [1121_1]11_1') = (0:1:3)}
q={C=1002],7=(1,-31)}

Vektory % a ¥ jsou LNZ, jedna se o mimobé&ZKky nebo riiznobézky

p: x=1 g x=0+p
y=2+t y=0-3p
z=-1+3t z=2+p



Geometrie

CB=B—-C=(12-3),CB, ia®jsouLNZ

1 = D
2+t = =3p
-1+3t = 2+4p

p=1—>2+t=-3—>t=-5—>-1-15#2+1— mimobézky

DELICI POMER

o Definice: Necht 4, B, C jsou tfi rizné kolinearni body, potom délici pomér bodu C
vzhledem k bodiim 4, B (v tomto poradi) je realné ¢islo 1 pro néz plati
|AC|
A—C=AB-0); (l/ll = W)
Znacime (ABC)
o KdyZ C lezi mezi A a B, A je zaporné

e Priklad: Urcete délici pomeér:

C; A c, B C,
(ABC,)) = —1
(ABC,) =7
2
(ABC3) = T
AFINN{ ZOBRAZENI

e Definice: Necht A, a A", jsou dva afinni prostory f: 4,, — A", je afinni zobrazeni
pravé tehdy, kdyZ pro vSechny trojice riiznych kolinedrnich boda X, Y,Z € A,, plati:
o XY, Z'(X' = f(X);Y = f(Y); Z' = f(Z)) bud'to splynou nebo jde o tfi riizné
kolinearni body
o PokudX #Y # 7 tak (XYZ) = (X'Y'Z")

e Definice: Afinita (afinni transformace) je vzijemné jednoznacné afinni zobrazeni

fi4, — A,
Poznamka: afinity zachovavaji rovnobézky a délici pomér

ANALYTICKE VYJADRENI AFINITY V 4,

e filxyl—[x,y]
X'=ax+by+p
y=cx+dy+q p,q...vektory,o které se to posouva

e Matice afinity
o Regularni (det # 0)

(e
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e Samodruzné body afinity

x ax+by+p_>0 = (a—Dx+by+p
y = cx+dy+q 0 = cx+(d-1y+q

e SamodruzZné sméry (je ndm jedno p a q)

fQ@) = k- Uu = (ug,up)

K-u; = auq+buy
KU, = cu+du,
a—kK b . - i we o - y
( c d K) — vektory, které odpovidaji vlastnim €islim urcuji samodruzné sméry

o Priklad: Najdéte samodruzné body a sméry zobrazeni

fi x'= -3x+4
y = —-2x+y+2

x = —3x+4 » ., .

y = _2x+y+2—>x—1(yE]R)ﬁprlmkasamodruznychbodu
-3 -k 0 _ o NG

det( _y 1_K)—O—>( 3—k)'(1—-k)=0

K1:_3 K2:1

—3uy = —3uy +0u, 1uy; = —3uy + 0u,

—3u, = —2uy +1u, lu, = —2u; +1u,

( ° 9}) (vl) = (0) — =201 +4v, =0 > v = (f) - nasobky

0

0_’17:(1

) *nasobky

|
N SN
o O
N——"
Vaumn
[T
N
N——
Il
/N
o O
N——"
<
i
Il

ANALYTICKY MODEL EUKLIDOVSKEHO PROSTORU

e Definice: Skalarni soucin na vektorovém prostoru je zobrazeni -,

VXV —>R,
které spliiuje proV i, v,w € V,V € R

o WU+vV)-W=u-w+v-w Bilinearni

o (ci)-v=c(-v), forma

o Uv=v"1, Symetrie

o U-uUu>0 proi # ¢ Pozitivné definitni

e Vroviné E,
o U= (u,uy); v = (vq,v,) U V=U "V Uy Vy

e Vroviné E;
— -
o U= (U, upuz); v=(vy,,v3)

-
%

&l

ul'vl+uZ'U2+U3'U3
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e Velikost vektoru (norma)

o |IFll=vv-v
e Odchylka dvou vektoru
o cos - _uv_ € (0, )
Y= e =

o Jestlizeu v =0,paku L U; U # o,V # ¢

u-n=0
o Obecna rovnice je ptes normalu, protoze (X—B) -7 =0

e Vzdalenost
o Dvoubodi:d(4,B) = ||A— B||

o Bodu A4 od nadroviny: d(4, nadrovina) = %
o VE;bodu A od ptimky p: {B, u}
n COS a — M
~ il lAa-Bll
. _d(aA)
cosa = - a5
. dM4A) _ u(4-B)
d(aB)  lull-la-Bl .
. ~ _ U(A-B)
d(AIA ) - ||'l_L)|| L

= d(A4,A) =./d(A B)?—d(A’, B)?

= a By - ()

[ JE R ———
=

e Priklad: Urcete vzdalenost bodu A = [1,3,—5] od roviny p: x —2y +2z—-3 =0
a) Pomoci vzorce

n1-6-10-3]
d(4,p) = 3 =6]
b) Pomoci kolmého priimétu B
i=(1,-22) S_—
r
x=1+t b
y=3-2t L

z=-5+2t;teR

pi(1+1t)—2B-2t)+2(-5+2t)—3=0—>t=2
A =[3,-1,—1]

d(A,A)=|A—Al=VA+16+16=6j
10
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ANALYTICKE VYJADRENI SHODNOSTI V E,

<L

o det( ) =p
o Prop = +1se méni pomér
o Prima shodnost rotace o ¢

., X = xcosg—ysing+p
y = xsing+ycosg+q
* det (C(.)S¢ —sm(p) =cos? @ +sin2p =1
sing cosg

o Neprima shodnost rotace o ¢
X = xcos@+ysing+p

y = xsing—ycosg+q

o Priklad: Sestrojte ez krychle rovinou rovnobéZznou s podstavou, prochazejici bodem X.

Shodnost

e Priklad: Sestrojte ez jehlanu rovinou rovnobéznou s podstavou, prochazejici bodem X.

Podobnost
Stejnolehlost

e Priklad: Sestrojte ez hranolu rovinou {¢, X}, kde ¢ je v roviné podstavy.

Osova afinita (nejsou stejné s osou ¢)
Bijekce

11



Geometrie

e Priklad: Sestrojte ez jehlanu rovinou {¢, X}, kde ¢ je v roviné podstavy.

K4

Kolineace s osou ¢ a stfredem V

e Zobrazeni neni z bijektivni roviny

—_—
nevlastni bod

Vv

e [E; projektivné rozsitime

o KekaZzdé primce p € E; pridame jeden bod P,, (nevlastni bod pfimky p), ktery
je spole¢ny po vSechny piimky p’ || p = smér primky

o Kekazdéroviné w € E; priddme jednu ptimku p,, (nevlastni pfimka roviny ),
na niz lezi nevlastni body vSech primek p € m, p,, je spole¢na primka kazdé
roviny ¢ || T = dvojsmér roviny

o KEjz priddme nevlastni rovinu ., = soubor vSech nevlastnich bodt a vSech
nevlastnich pfimek

e Definice: E; s ., nazyvame (projektivné) rozsireny euklidovsky prostor a zna¢ime
E;

e Definice: E, s p,, nazyvame (projektivné) rozsirenou euklidovskou rovinou a
znacime E,

e Princip duality v E,
o V2body A # B leZi na jedné primce
o V2 primky p # q maji pravé jeden spole¢ny prisecik

e Princip duality v E3
o V 3 nekolinearni body urcuji jednu rovinu sz'ajer,nnvé
o V¥ 3roviny a, B,y nenaleici témuz svazku se protinaji v pravé jednom bods - dudlni véty
o V 2roviny a # 8 se protinaji v jedné primce

e Délici pomér dvou vlastnich a jednoho nevlastniho bodu
o (ABP,)=1
. X-A
O llmX_,poo X-B =1

12
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SOURADNICE V E,

e Vlastni body
o V E, uvazujeme uspoiadané trojice (xg, X1, X2)
X1 X2
. Zavedemexo,,x=x—0ay=x—0 N
= Souradnice bodu X = [x, y] vyjadiime
trOjiCi (xO,xl,xZ)
o Proxg # 0X = [x,y] odpovida (xg,xq,x2) = X
(homogenni souradnice)

f=[h, ]

N Y= byl
" (PxyPxy Px;)
= (1,x,y) odpovida [x,y] = X
= ¥V =[x, y]
" limyLe, G,x, y) =(0,x,y) = (1,1x,1y)
o Keka?déX = (x9,%1,%;) 3 bod X €, nr -

= Proxy # 0vlastni (X € E;) s

7 /. . v . .| X X
kartézskymi souradnicemi [x—l,x—z]
0 0

* Pro xy = 0 nevlastni bod v E,
o Usporadana trojice X = (xg, X1, Xx2) nazyvame homogennimi souradnicemi
bodu X € E,

e Vlastni primky v E,
o Obecnarovnice:nyx + ny,y +nyg =0
= Kazda trojice (ng, nq,n,) zadava praveé jednu primku a (Ang, Anq, iny),
A € R, A # 0, zadava stejnou primku
* 7 = (ng,nq,ny)..homogenni souradnice primky

o Dosad'me homogenni souradnice bodu do obecné rovnice
X X
. nlx—1+n2x—2+n0 =0 > nyxq + nyxy + ngxyg =0
0 0

o Nevlastni bod xo = 0
= Nevlastni pfimka ma homogenni souradnice 71 = (1,0, 0)*
e Je to primka pro vSechny nevlastni body
o Usporadana trojice (ng, nq,n,)" = i je homogenni souradnice primky s
obecnou rovnici nyx + n,y + ng = 0v E,
= VE,;jeobecndrovnice pifimky p:ax + by+c¢c =0
* VE,je homogenni obecna rovnice p¥imky p: ax; + bx, + cxg = 0
= (¢, a,b)" jsou homogenni souradnice primky
= (ng,nq,ny)"  (x0,%x1,x2) =0

SOURADNICE V E5

¢ Vlastni body a rovina
o Homogenni souradnice bodu jsou usporadana ¢tvetice X = (Xq, X1, X2, X3)
= Pro Xy # 0 odpovida vlastnimu bodu [E,X—Z,X—ﬂ
X0 Xo Xo
* Proxy = 0 odpovida nevlastnimu bodu
= X = (X, X1,X2,X3) a Y = (AXg, AXq, AX3, Ax3) odpovidaji stejnému bodu
proA =0
o Homogenni soutadnice roviny v E, fi = (ng, ny,ny, n3)* (navzajem dudlni s
bodem) odpovida roviné s obecnou rovnici ngxg + nyxq + nyx3 + nzx3 =0

13
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e Priklad: Zjistéte, zdabody X = (1,2,3),Y = (1,5,8) a Z = (1,4, 6) leZi na jedné
primce.

1 2 3
det ( 1 5 8 ) = 0 je obecna rovnice roviny, ktera prochazi body X a ¥
Xo X1 X2

1 2 3
det (1 5 8) =((30+16+12) — (15+ 32+ 12) = —1 — LNZ (nelezi na piimce)
1 4 6

GEOMETRICKA INTERPRETACE HOMOGENNICH SOURADNIC

e Homogenni souradnice v E, je trojice (xq, X1, X2)
o Prvek z aritmetického vektorového prostoru R3
o Bod X VE, s homogennimi soufadnicemi (1, x4, x5) odpovidaji vektory
A-(1,xq4,x,) =~ primce prochazejici
pocatkem

e Nevlastni body P, € E, s homogennimi soufadnicemi (0, x4, x)
o Odpovidaji v R3 vektory tvaru 4 - (0, x4, x,) ~ vektoru zacinajicim v po¢atku
rovnobéznym s rovinou xo = 1

/ 3 ,%,/ ;N
1 b

o Body v E; odpovidaji vektoru v R3
» Vektorovy (aritmeticky) zastupce bodu v E,
e T¥ibody v E, leZi na pfimce pravé tehdy, kdyZ jejich vektorovi zastupci jsou
linearné zavisli

e Priklad: Zjistéte, zda body X, Y, Z € E, leZi na jedné piimce, pokud maji homogenni
soufadnice
a)X =(1,23),Y =(1,58),Z = (1,4,6)
o Reseni pomoci navratu do E, (viechny body jsou vlastni)
X =1[23],Y =[58],Z = [4,6]
XY = (3,5) — @i = (=5,3)

Obecné rovnice primky XY
n-([x,yl-X)=(-53)-(x—2,y—3)=-5x+3y+1=0
Dosadime bod Z

—544+3:6+1+0—>2Z¢€¢XY
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o Pomoci linearni zavislosti (aritmetickych zastupcii)

1 2 3 1 2 3
1 5 8]~|0 3 5)]— LNZ(neleZi na primce)

1 4 6 0 2 3

b)X =(1,3,-1),7 =(0,21),Z = (1,-11,-8)
o Prechod do E,
X =1[23],y=(2,1),Z = [4,6]

XZ =(-14,-7);9 = (21) — -7y = XZ

o Pomoci linearni zavislosti
1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1
(0 2 1 > ~ (O 2 1 ) ~ <0 2 1 ) — LZ (leZi na primce)
1 -11 -8 0 14 7 0 0 O

e Priklad: Najdéte primku (homogenni obecnou rovnici), ktera prochazi body s
homogennimi soufadnicemi X = (1,3,—1),Y = (0,2,1)

o Hledame (xg, X1, x3), ktery je linearné zavisly s Xa ¥

X0 X1 X2
Hodnost matice ( 1 3 —1> musi byt 2.
0o 2 1

Xo X1 X2
det<1 3 —1>:0—>3x0+2x2+2x0—x1=0—> 5x9g—x1+2x,=0
0 2 1

e Priklad: Najdéte prisecik pfimek v E,
D1:3x9g—x2 =0

Do —2X9g+x1+x,=0

o Zrovnic
3x9 = X3
—2x9+x1+3x9=0
Xp = —x1 — (1,-1,3)

o Zdualni vlastnosti
p1: (3,0, 1)
p2: (=2,1,1)°

Ao A Ay
det( 3 0 —1)=211+312+10—311 =10_11+312 —>(1,—1,3)
-2 1 1

e Priklad: V E, je ddna pfimka s homogennimi soufadnicemi (7,2,5)*. Urcete homogenni
souradnice jejiho nevlastniho bodu.
7x0 + le + 5x2 =0

o VE, smérovy vektor (0,5, —2)
o Nevlastnibod xy =0
2x4 + 5x, = 0 — jednoznacné urceny bod (0, —5,2)
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e Priklad: V E; je pfimka popsana v homogennich souradnicich rovnicemi
2x0+3x1—4x2+5x2=0 7x0—4x1+4x2—4x2=0

Urcete jeji nevlastni bod xo = 0

3x1—4x2+5x2 :0/\—4'.X1+4'.XZ—4'.X2 =0
—x1+x3 =0;2x1 =Xy —™ (0,1,2,1)

e Priklad: Dopotitejte body X, Y a Z, znate-li body 4 = (1,0,0), B = (0,1,0), € = (0,0,1) a
D = (1,1,1),AC = (0,1,0)*, BC = (1,0,0)".

o Primky
AB (no, nq, nz)* - (1,0,0) =0
(ng,n4,m2)*-(0,1,0) =0 — AB = (0,0,1)"
1 0 O
det( 0 1 0 ) =Xy = 0
Xo X1 X2
1 0 O
AD det(l 1 1>:x2—x1=0—>AD=(0,—1,1)*
Xo X1 X2
0o 1 0
BD det(l 1 1>=x0—x2 =0— BD =(-1,0,1)"
Xo X1 X2
o 0 1
CD det(l 1 1>=x1—x0=0—>CD=(1—1,0)*
Xo X1 X2
o Body
Z je prisecik AB a CD (0,0,)%; (1,—1,0)*
o 0 1
det(l -1 0>=a1+a0=0—>Z=(1,1,0)
y a; a
Y je prisecik AC a BD (0,1,0)%; (—1,0,1)*
0o 1 0
det(—l 0 1>=a0+a2=0—>Z=(1,0,1)
0y a; az
X je prisecik AD a BC (0,-1,1)%; (1,0,0)
1

0 -1
det(l 0 0>=a1+a2=0—>Z=(0,1,1)
a, a1 0ap
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PROJEKTIVNI PROSTOR

e Definice: Bud V"1 vektorovy prostor nad télesem R(C) dimenze n + 1;n > 0. Na
vt {¢}. Zavedeme ekvivalenci ~
U~veou=1v AER(CH;A#0

PFOiEktiVIli pI‘OStOI‘ dimenze n je ]P’n(V"“) = Vn+1 \ {;}/N (rozdéleny na tiidy ekvivalence)
(V) = i e V™11 = A0; 1 # 0; 1 € R }jsou prvky projektivniho prostoru P, (V"*1)
zkracené znac¢ime P,

(V) jsou jednodimenzionalni podprostory V"+1

Nazvoslovi (napf. pro P,...projektivni rovina)
X € P, geometricky bod X €eE,
¥ € V3 takovy, Ze (¥) = X je vektorovy neboli aritmeticky zastupce bodu X
(X0, %1, %) € R®
Kazdy bod X € P,, ma nekone¢né mnoho aritmetickych zastupci

e Definice: Body 4; = (ay), ..., Ay = (a;) nazveme linearné zavislé (nezavislé), jestlize
jsou LZ (nebo LNZ) vektory ay, ..., ax
Bod A = (@) je linearni kombinaci bodii 44, ..., 4y, jestliZe je vektor d linearni kombinaci
Jellid = A - ag + -+ + A - @y, piSeme formdlné A = A; - Ay + - + A - Ay

e Definice: Aritmetickou bazi projektivniho prostoru P, (V™*1) rozumime bazi
Ug, ..., U, vektorového prostoru V7+1,
Geometrickou bazi (projektivnim repérem) prostoru P, (V™**1) rozumime libovolnou
(n + 2)-tici bodt (Ey, ..., Ey,J) takovych, Ze libovolnych (n + 1)z nich je LNZ. Body
Ey, ..., E, nazyvame zakladni body, J nazyvame jednotkovy bod.
o Pozorovani: Je-li ug, ..., U, aritmetickou bazi P, potom (E, ..., E,, ]} =
(), ..., (Uyn), (Ug, ..., Uyn)) je geometrickou bazi P,,.

e Definice: Necht X € IP,, je geometricky bod, (Ey, ..., E,,J) je geometricka baze P, takova,
ze Ey = (Ug), ., En = (W), J = (Ug + - + Up)-

Necht X = (X), kde X = xoug + - + x,u, xj € R(C) j=0,..,n
Potom (n + 1)-tici (x, ..., x,) nazveme projektivnimi homogennimi souradnicemi
bodu X vzhledem k bazi (Ey, ..., Ep,])

Pokud by J nebylo v bazi X = xyug + -+ + x, U, nezaleZi na tom, jakého aritmetického
reprezentantavezmu X = xo -2 Uy + X1 -5 U + -+ X 67 Uy,

pak by souradnice byli (2x,, 5x4, ...,6x;,).

Proto se pridavaJ = E; + E, + -+ E,;;5] = 5E; + 5E, + .- + 5E,

X = 5x¢ u_’o + 5x; - u_’l + -+ 5x, W (J zajist'uje to, Ze budu vSechny nasobit stejnym ¢islem)

e Definice: MnoZina vSech bodii v P, které jsou linearni kombinaci k + 1 LNZ bodt
Xg, ---, Xx S€ nazyva k-rozmérny projektivni podprostor P, c P,,.

k=n-1 projektivni nadrovina
k=2 projektivni rovina (3 body)
k=1 projektivni ptimka

k=0 projektivni bod (1 bod)
k=-1 prazdna mnoZina

e Parametrické vyjadieni podprostoru
e Obecnou rovnici pro nadrovinu
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e Priklad: V PP, jsou dany body A = ((0,3,2)), B = ((2,8,2)) napiste obecnou rovnici
primky AB + parametrickou rovnici.

0o 3 2
det<2 8 2):0
Xo X1 X2

4x, + 6xy — 16x5 — 65 = 0 — 4x1 — 10x5 — 6x, = 0 — (5,—2,3)"

Parametricka rovnice
X9 =0a+2b

x, =3a+8b

x, =2a+2b;a,b eR

e Priklad: VP, je dina geometricka baze (Ey, Ey, E5, E3,])
1) Urcete obecné i parametrické vyjadireni roviny prochazejici body
EO = <(1'0'0'0))1 El = ((0;1;0!0)>;] = ((1!1!1!1)>

o Parametrické vyjadreni

Xo=a+y
x=B+y
x2=+]/

x3 =+y,a,B,7eR

o Obecna rovnice
1 0 0 O

1 0 O
0O 1 0 o0
det| 1 1 1 1 =1-(—1)2+2-det<1 1 1):x3—x2=0
X1 Xz X3
Xo X1 Xg X3
X3_xZ:0

Homogenni soufradnice: (0,0,1,1)*

2) Urcete obecné i parametrické vyjadieni primek
a) B3 = ((0,0,0,1)),] = ((1,1,1,1))
o Parametrické vyjadreni

Xo =P
X =p
X, =P

x3=a+pf,a feR

o Obecnarovnice
Zvolim bod E; = ((0,1,0,0)), protoZe nelezi na jedné primce s E; a |

0 0 0 1 0 0 1
det 1 1 1 1 :1(—1)1+2det<1 1 1>z—x2+x0=0
Xg X X3
Xo X1 X2 X3
xo—x2=0

Pokud zvolim body E,, E5, ]

Xog—x1 =0
Obecné vyjadient:
Xg—x1 =0
Xog—Xx, =0
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b)ES'El
x0=0
X1 =Qa
x2=0
x3 = f,a, feR
xo_xZ = O
x0:0

e Priklad: VP, jsou dany body A = ((—3,5,15,1)), B = {(0,0,7,1)),C ={((2,—1,4,1))a
D = ((4,—3,0,1)). Ovérte, Ze ptimky AB a CD maiji spole¢ny bod a urcete jeho souiadnice.

o Parametrické vyjadreni

AB Xo = —3a CD
X1 = +5a
X, =15a+7b
x3 = a+ b;a, beR

"axy =xp" (1) —3aa = 2c+4d

(2) +5aa = —c—3d
(3) 15aa + 7ab = 4c
(4) aat+ab=c+d
5(1)+3(2) 0=7c+11d
Zvolime napiiklad c=11;d = -7
Xg=22—-28=-6
x1=-11+4+21=10
X, = 44
x3=11-7=4
P =((—6,10,44,4)) = ((—3,5,22,2)), .

Xg = 2c+4d
X =—c—3d
X, = 4c

x3 =c+d;c,deR

PRECHOD OD PROJEKTIVNIHO PROSTORU K AFINNIMU

e Definice: Bud P,, projektivni prostor V **1 jeho (aritmeticky) vektorovy zaklad .
V P,, zvolme nadrovinu w, s vektorovym zakladem W c V "**1,
v P, zvolme geometrickou bazi E, ..., En, € wy, Eg,J] € wo, Ej = ((EJ’)), pak je nadrovina

W popsana obecnou rovnici x, = 0.

Oznaéme A = P, \ wy = {{((xg, X1, ..., X)) € Py, xo # 0}

=3y zx=(1%2  In
X,YEA X = (%) x_(1,xO,...,x0
Y= y=(1%,..2
<y> Y ('YO' " Yo
Definujeme zobrazeni (— ):
AXA->W"
XY->XP=v-x=(%
Yo

Xn

x X
) f=_0’+_1_1’+...+_nal’
X0 X
) 56:3—0)"'&_;"' ..+y_”e_n’
Yo Yo
— Yn Xn\—
okt (2 2)g
) 1 Yo xo/ T

Pak (A, W™, ) je afinni prostor, repér v afinnim prostoru (Ey, e, €5, ..., €, )-
—
Postup lze i obratit a ziskdme projektivné rozsireny afinni prostor 4,.
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ZOBRAZENI V PROJEKTIVNIM PROSTORU

e Definice: Necht P, (V **1) a P,,,(V ™*1) jsou dva projektivni prostory a ¢: V "*1 —
V ™*+1 bud’ prosté line4rni zobrazeni. Zobrazeni f: P,, - IP,,, definované pro é # i €
V "1 predpisem f = ((i)) = (¢(U)) se nazyva kolinearni zobrazeni (projektivni).

Kolinearni zobrazeni f: P,, = P,, se nazyva kolineace.
ap(u) = ¢(au) plati diky linearité ¢.

Analytické vyjadieni:prosté linedrni zobrazeni ¢: ¢ (i) = Au, kde A je matice linearniho
zobrazeni ¢

fU@) = (p)) = (Au) = (')
fpu)) = (p(pu)) = (pp()) = (pAui), peR.
Kolinearni zobrazenti je urceno tfidou matic

A= {pA;p € R;p # 0 aplati () = Au}
f je indikovano ¢. Kolinearité odpovidaji ctvercové regularni matice.

DVOJPOMER

e Definice: Necht A, B, C, D jsou 4 nazajem rizné body na projektivni prfimce. Necht pro
jejich vektorové zastupce plati

-

c = ala+ﬁ15
d= a2&+,325

13

Potom ¢islo (ABCD) = ZZ? nazyvame dvojpomér uspoiadané ¢tverice bodii 4, B, C, D.
1P2

B1
Souvislost s délicim pomérem (ABCD) = Ej:gg = “—;

e Véta: Kolinearni zobrazeni zachovava dvojpomér.

o Dukaz: Necht 4, B,C,D € B, lezi na primce, pro jejich vektorové zastupce plati
5 = ala + Bll_;
(Z = 0(2& + BzB,

pak (ABCD) = Zjﬁ: Bud' f kolinearni zobrazeni indukované prostym linearnim

zobrazenim ¢.

@@ = p(ad + Bll_))) =a,0(d) + ﬂzfp(l_’)).
takze dvojpomér bodu ((@), (p(B)), (9(&)) a (w(d)) je 22 m.

e Specialné kolineace f: P,, - P, je jednoznacné urcena zadanim n + 2 dvojic
odpovidajicich si bodd, piicemz V(n + 1)-tice z téchto bodt jsou LNZ. (vzorové body,
obrazy bod1i)

e Bodu € P, je samodruzny s kolineaci f, pokud f((u)) = (u).

e Samodruzné body
(u) = (Au) @(u) = Au matice linearniho zobrazeni
Al = Au, A2 # 0 1 vlastni vektor matice A, A vlastni &islo
(A—AE)d = 0
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e Priklad: Najdéte samodruzné body kolineace f: P, — P, indukované prostym
linedrnim zobrazenim ¢, jestlize
(p((x, Y, Z)) =2x—2z2x+y—2z3x—2z2)

2x—z=x(A)
2x+y—2z=y(A)
3x —2z=2z(-1)

2 0 -1\ ,x 2x 0 -—z
- - _ zZ 3x 0 -2z

2—2 0 -1
det< 2 1—-2 -2 >=0

3 ) /10 —21—/1
_1N\242(1 _ - - —
D7 a ’1)| 3 —12+0]| =0

(1-DIEDE -2 +3]=0
1-D@A?-1)=0

30 -1
(2 2 —2)-ﬁ=0~(§ boTy)=o0
30 -1

Reseni homogenni rovnice je vlastni vektor (1,2,3).
@] 12'3 = +1
1 0 -1
2 0 =2]'v=0~(1 0 -1):'v=0
3 0 -3
Re$enim homogenni rovnice je (1,0,1); (0,1,0).
Homogenni rovnice je piimka reSeni (k, 0, k) + (0,1,0); k,l € R.

Dva samodruzné body ((1,0,1)),((0,1,0)) = piimka samodruznych bodi =
linearni kombinace téchto bodd.

e Priklad: Najdéte samodruzné body kolineace f: P, — P, indukované linearnim

zobrazenim s matici
2 1 0
A= (1 2 0).
0 0 1

2—2 1 0
det( 1 2—2 0 >=0

0 0 1-41 - L
Coa-nP7t L] =o
(1-DIR-D*-1]=0
(1=DIA-DE -] =0
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/11'2 - +1

1 10
11 0]v=0~1 1 0):v=0

0 0 O

Piimka samodruznych bodi ((0,0,1)), ((1, —1,0)).

/13:+3

1 1 0
<1 —1 0)-ﬁ=0~(é _01 (1’)-17:0
0 0 =2

Reseni homogenni rovnice je vlastni vektor (1,1,0), bod {(1,1,0)).

1 0\ /1 2
o) 0)-(2)>

0 1/\0 0

1 0\ /0 1
o)(1)-(2)-

0 1/\0 0

2 1 0\ /0 0
1 2 0]{0]=/|0]—- tenhle vektor se nikam nemicha
0 0 1/ \1 1

SR N
N

piimka urcena body ((1,0,0)),((0,1,0)) je samodruzna

(e B NS
N

(
(
(

e Stredova (osova) kolineace je urcena osou ¢ a trojici S, 4, A’, kde S je stied kolineace,
Aa A’ vzoraobraz. S, A, A" lezi na ptimce pro vlastni body.

-3 ... SCwo M/ﬂ‘a/

™
\
A\
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e Priklad: Kolineace f na piimce P;je urcena pasy odpovidajicich si bodt
(1,0) — (1,4)
(2,3) — (8,5
0,1) = (=2,1)

Urcete matici kolineace

= OO -0n =i _=m
© DE)-On 2=

(¢ Z) ((1)) - (_12) A3 b;z_§:3 —[b=-2d
2a — 6d = 84,

8a + 3d =54,

10a — 30d = 402,
—64a — 24d = —401,

—~54a — 54d = 0 — [a = —d]

Jedno zvolim (i _21)

e Priklad: Kolineace f v IP,je urcena pasy odpovidajicich si bod
(1,0,2) — (1,-1,2)
(0,0,1) — (1,-2,3)
(1,1,0) — (1,6,0)
(0,1,0) — (0,3,2) jeden je urcité LK ostatnich
a) Urcete matici kolineace

a b c\/1 1 at+2c=2X4 a+2c+d+2f=0
(d e f)<0>=<—1)/11 d+2f=-24 —2d+4f+g+2i=0
g h i/\2 2 g+2i=2)4

a b ¢\ /0 1 c=2, 2c=—f

(d e f)<o>=<—z)/12 f=-22, —[3f = —2i

g h i/\1 3 i =31,

i =3c

a b c\ /1 1 a+b=23
(d e f)<1>=<6>/13 d+e=06l;—[g=—h]

g h i/\o0 0 g+h=0

a b c\ /0 0 b=0
(d : f)()(y o= 32, =T

g h i/\0 2 h =2,
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a+2c+d+2f=0
ﬁ

2c=—f
_)g+20—2a=0_)
i =3c 2c=—f
a+b=123 a= 13 d+e—6a=0

b=0 _)d+e:6/13_)2e=3h;g=—h_)2d_3‘g_12a:0

—-a+g+d=0

_)Zd—3g—12a:0 — —15g—-10d =0 —|3g = —2d
2d—3g—12a=0 —
3g=—2a ld=3d]

d=3a =]

b) Najdéte obraz bodu (1,1,1)

2 200

c) Najdéte vzor bodu (1, —5,1)

(3 1 2)0)-(5)

a+ 2c = a
3a+3b—4c = —sa— 0¥ = T3 10p= 100 > b=-a
—2a+2b+6¢c = a = a
ZVO]ima=1—>b=—1—>a=0_)C=_

()-(2)
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KVADRIKY
e KuZelosecky v roviné v obecné poloze ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0 do
projektivni x = %,y = %
0 0

o Rovnici pfendsobime x,2(x, # 0)
ax,? 4 2bxyx, + cx2 + 2dx xg + 2ex,%0 + fxo° =0

o Chceme prepsat do matice a pridame podminky, Ze ma byt symetricka

b d e\ /%o
(X0 X1 X3) <d a b) <x1> =0
e b c/ \x2

e Bilinearni forma f(u, ¥) = i’ A7,A je matice bilinearni formy
o Symetrickd a soumérna podle diagonaly
f@9) = f@w

o Kvadraticka forma F () = f (i, i)

e Budeme pracovat v komplexnim roziteni projektivniho prostoru P,¢, IP’3C
o Vsechny koeficienty budou realné, ale soutadnice bodii X € P,¢/P;¢jsou
komplexni

e Definice: JestliZe rovnici kuzelosec¢ky/kvadriky nevyhovuji realné soutradnice zadného

bodu, budeme ji nazyvat imaginarni kuZelosecka (formalné realna), v opacném
piipadé hovoiime o bodové realné kuZelosecce/kvadrice.

e Definice: MnoZina QV bodt X = (X) € P,%/P;%, pro néZ plati F(¥) = 0, kde F(¥) je
kvadraticka forma ur¢ena matici € nazyvame kuZelosecka (P,)/kvadrika (P,)
XTCx = F(%),

v P, je C matice 3 x 3 symetrick4 podle diagonaly,
v P;® je C matice 4 x 4 symetricka podle diagonaly

e Definice: D = detC nazveme diskriminant kuzelosecky/kvadriky
Hodnost matice C je hodnost kuzelosecky/kvadriky
Je-li C regularni je kuzelosecka/kvadrika regularni
Je-li C singularni je kuzelosecka/kvadrika singularni
e Priklad: Rozhodnéte, zda kuzelosecka Q je singularni/regularni
a) Q: xo% + 2x0x1 — 4xgX, + 3x,% — 2x1%, + 3%,° = 0
1 1 =2
det| 1 3 -1|=9+2+2-12-1-3=-3
-2 -1 3

Regularni matice

b) Q: sz + 4x0x1 - ZxOxZ + 4X12 - 4X1xZ + x22 =0

1 2 -1
det| 2 4 =2
-1 -2 1

Singularni matice
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POLARNI VLASTNOSTI KVADRIK

e Definice: Body A = (a),B = (B) € P,¢/P;% jsou polarné sdruzené (konjugované)
vzhledem ke kvadrice 9, jestlize plati d’ C b =0.

Je-li A polarné sdruZeny se 2 body B # D, je polarné sdruZeny s kaZdym bodem primky
BD X €e BD =0 =0

% =ab+pd arc(ab +pd)-ad"ch +Ba"Ch =0
Pro kazdé 3 body urcujici rovinu to plati také

e Definice: Bod Y nazveme singularnim bodem kvadriky 0, je-li polarné sdruzen se

véemi body v P,¢/P,¢
vXxXTCy =0 a X lezi na kvadrice
Cy=0 Homogenni soustava

e Definice: Body kvadriky, které nejsou singularni jsou regularni.

e Véta: Bud P singuldrni bod kvadriky Q. Dale R € Q, potom PR C Q.

‘I
5 k TAHLE PRIk,
SEXOBRARY

Si j \/"H/ A ) o L ‘Q ‘! DO NEZONEZTNA

W i .- ;

4

|
v v = v
N .
% & HY{PERBOL,
&
&

e Priklad: Najdéte vSechny singularni body kuZzelosecky
x2+2xy+y*+2x+2y+1=0

V homogennich souradnicich x;2 + 2x;x, + x,2 + 2x0x; + 2x0%, + x52 = 0

1 1 1)

111 : 0
Homogennisoustava|{1l 1 1 : 0 ~a+ﬁ+y=0

1 11 : 0

Hodnost matice = 1 (pocet feSenti je 2)

1 0 1
Regenim jsou napf. (—1), ( 1 > nebo ( 0 > piimka
0 -1 -1

1 -1 0
det(O 1 —1) =0
Xg X1 X

X, +x9+x,=0—>x+y+1=0
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e Priklad: Najdéte singularni body kuzelosecky
a) xo2 + 4xgx; — 2x9%, + 4x,% — 4x1%, + x,°2 =0

X0
Rovnice kvadriky (Xo X1 X2)C (x1> =0
X2
o Jetreba sirovnici kvadriky prepsat do matice (musi byt symetricka)

Xo X1 X
xo /X0 X1 X2

o

1 2 -1
X1 2 4 —2 ~(1 2 -1)
X2

-1 -2 1

(1 2 —1)HomogennieSeni hodnosti 2 (v projektivnim prostoru zadano
dvéma body = primka)

Piimka x, + 2x; — x, = 0 — (1,2, —1)* generovana bodem (1,0,1) a (2,-1,0)

b) x02 + 2x0x1 - 4x0x2 + 3X12 - lexZ + 3x22 =0

1 1 -2 1 1 -2
1 3 -1]~({0 2 1
-2 -1 3 0 0 -3

Regularni matice, nenf zde singularni bod.
Ma reseni (1,0,1), neni v projektivnim prostoru.
e Priklad: Ukazte, Ze body A = ((1,4,0)) a B = ((1,4, —3)) jsou polarné sdruzené
vzhledem ke kuZelosecce
144xy%* — 9x,2 — 16x,2 = 0

Polarné sdruzené vektorovy zastupce bodu a C vektorovy zastupce bodu b

@7c(b) =0

144 0 0 1 1
(1,4,0)( 0 -9 0 ) 4 ) = (144,-36,0) 4 ) =144 —144=0
0 0 -16/\-3 -3

e Definice: Necht P neni singularni bod kvadriky Q, pak piimku v P,¢ polarné sdruzenou
s P nazveme polara a rovinu v P;© polarné sdruZenou s P nazveme polarni rovina
vzhledem ke kvadrice Q. od P nazveme pol.

P =(p)
Q..C

X0
prc <X1> = 0...obecna rovnice polary
X2

prc = 0...obecna rovnice polarni roviny
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e Véta (vzajemnost pélu a polary (polarni roviny)): Necht Q je kvadrika a P, R jsou
dva nesingularni body. LeZi-li bod R na polare (na polarni roviné) bodu P, potom i bod R
lezi na polare (polarni roviné) bodu P.

e Ve chvili, kdy bod P lezi na kvadrice (kuzelosecce), pak polara tohoto bodu je tecna
kuZzeloseCky v tomto bodé.

e Pokud bod Q neleZi na kvadrice (kuzelosecce), pak je polara urcena tecnami ke
kuzelosecce k danérqu bodu.

Polara kruznice

o Definice: Necht T je regularni bod kvadriky Q. Polara (polarni rovina) bodu T je te¢na
(te¢na rovina) kvadriky Q s bodem dotyku T.

e Véta: Tecné primky (roviny) vedené ke kvadrice Q z P ¢ Q se dotykaji v bodech, v nichz
kvadriku Q protina polara (polarni rovina) bodu P.

e Priklad: Napiste rovnici te¢ny kuzelosecky 5x% + 2xy + y? — 5 = 0 v jejim bodé [1,0].
Je treba prevést do homogennich souradnic:

[1,0] - (1,1,0)

5x2+2xy+y2—5=0-5x1% + 2x1x, + x,% — 5x52 = 0

-5 0 0\ /%o
(1.1.0)< 0 5 1) (xl) =0
0 1 1/ \x2
Xo
(_5,5,1) (xl) = _Sxo + 5x1 + Xy = 0

X2
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e Priklad: Napiste rovnice teCen (vCetné bodli dotyku) ke kuzelosecce
—xo2 + 4x0X; + 2XgXx5 + x12 — 2x,x, = 0 prochazejici bodem B = ((1,0,1))

o Zjistuji polaru (dostanu rovnou homogenni souradnice pfimky, neni tam vektor
(X0 X1 X2))

-1 2 1
(1,0,1) ( 2 1 —1) = (0,1,1)* (homogenni souradnice polary)
1 -1 0

o Priseciky této polary s kvadrikou
Mame rovnici x; + x, = 0 (z homogennich souradnic) a hledame prisecik s
kuZeloseckou —xy? + 4xx; + 2x0xy + X% — 2x7x, = 0

x1 = _xZ
—x02 - 4'x0x2 + 2x0x2 + xzz + 2x22 =0
—x02 - Zxoxz + 3x22 =0

O Xgje bud nula nebo jednicka:
xO =0
3x,2 = 0 nenf Fe$enim, protoze (0,0,0) ¢ P,°

xO =1
—1-2x%,+3x%,2=0—>x,=1;x, = _?1 — (1,-1,Da (1%,_?1)

-1 2 1
(1,—1,1)< 2 1 —1) = (-2,0,2)"
1 -1 0
-1 2 1
(3,1, —1)( 2 1 —1) = (—2,8,2)" toto jsou homogenni souradnice tecen,
1 -1 0

Te¢ny —xog +x, =0a—xy+4x; +x, =0

e Aplikujeme zménu projektivni baze vici niZ je kvadrika vyjadrena
Q..XTcx=0
"Otoceni" Q" ...yT(ATCA)y =0 A..matice zmény baze, (ATCA) = ¢’

e Kazdou symetrickou matici C lze transformovat na diagonalni matici pomoci vhodnych
radkovych tprav, které jsou nasledovany stejnymi sloupcovymi tipravami.
Ta nova vhodna baze viici niZ je matice kvadriky diagonalni se nazyva polarni baze

e Priklad: Méjme matici

1 -1 1 1 -1 1 1 0 1
(—1 0 5>(1+21V‘édek)~<0 -1 6)(1+2510upec)~(0 -1 6)

1 5 1 1 5 1 1 6 1
1 0 1 1 0 O 1 0 O 1 0 1
(3 — 1radek)~ (0 -1 6>~<0 -1 6>~<0 -1 6>~<0 -1 0)
0 6 0 0 6 0 0 0 36 0 0 36

Xo% — x12 + 36x,2 = 0 (chceme vzdy pocet zapornych &isel na diagonéale mensi nebo
rovno poctu kladnych ¢isel)

e Definice: Bud C’ diagonalni matice vznikla matice z C (Gpravami viz vyse).
Oznacme n pocet nul na diagonale C’, p pocet kladnych cisel na diagonale C” a q pocet
zapornych Cisel na diagonale C".
Pak (n,p, q) je signatura matice C.
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Piiklad: Urcete signaturu matice kvadriky x,2 + 6x0x; + 9x,%2 — x,2 = 0
1 3 0 1 3 0 1 0 O
39 0])~(0 0 0 |~{0 0 O |asignaturaje(1,1,1)
0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1

e Stejny projektivni typ kvadriky ma stejnou signaturu
e Pokud je kvadrika primka, pak jediné, co ji neprotina je bod

e Véta: Necht Q je kvadrika s matici, ktera ma signaturu (n, p, q), pak p — 1 je nejvétsi
Cislo takové, Ze existuje realny (p — 1)-rozmérny prostor P,¢ (P5©), ktery neméa s Q
zadny realny prisecik

(0,2,1) 2—1 =1 (dimenze)

e Abychom toto dokazali rozlisit, podivame se na to afiné

AFINNI KLASIFIKACE

e Prechod od projektivniho prostoru k afinnimu oznacime x; = 0 jako nevlastni (primku)
rovinu.

Coo [

Hlavni signatura C
Vedlejsi signatura C

Afinni klasifikace kuzelosecek v 4% pomoci signatury

Signatura (0,+,—) | Rovnice v nehomogennich typ kuzelosecky

hlavni vedlejsi soufadnicich

(0,3,0) (0,2,0) 2 +y?=—-1 imagindrni elipsa
(0,2,1) (0,2,0) 24+t =1 elipsa

(0,2,1) (0,1,1) 2 —y?=1 hyperbola

(0,2,1)  (1,1,0) 22 42y =0 parabola

(1,2,0)  (0,2,0) 2 +y2=0 Imaginarni ruznobézky
(1,2,0)  (1,1,0) 224+1=0 imaginarni rovnobezky
(1,1,1)  (0,1,1) 2 —y?=0 realné ruznobézky
(1,1,1)  (1.1,0) 2 —-1=0 realné rovnobézky
(1,1,1)  (2,0,0) nelze vyjadfit 1 vlastni a 1 nevlastni piimka
(2,1,0) (1,1,0) 2 =0 jedna dvojnasobné piimka
(2,1,0)  (2,0,0) nelze vyjadfit jedna dvojnisobnd nevlastni piimka

e Kuzelosecka jejiz matice ma hodnost 3 je regularni kuzeloseéka.
e Kuzelosecka jejiz matice ma hodnost 2 je dvojce pfimek.
e Kuzelosecka jejiz matice ma hodnost 1 je tvofena jednou pfimkou.
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Afinni klasifikace kvadrik v E pomoci signatury

Signatura (0,4, —) | Rovnice v nehomogennich typ kvadriky

hlavni vedlejsi souradnicich

(0,4,0)  (0,3,0) 22+t + 2t =1 imaginérni elipsoid

(0,3,1) (0,3,0) a2 4 y? 422 =1 elipsoid

(0,3,1) (0,2,1) a2 — g2 — 22 = dvojdilny hyperboloid

(0,3,1) (1.2,0) 22492 422 = elipticky paraboloid

(0,2,2)  (0,2,1) 2?4yt —22=1 jednodilny hyperboloid
(0,2,2)  (1,1,1) 22 —y?422=0 hyperbolicky paraboloid
(1,3,0) (0,3,0) 2 4 y? 2% = imaginarni kuzelova plocha
(1,3,0)  (1,2,0) 2yt +1=0 imagindrni eliptickd vélcova plocha
(1,2,1) (0,2,1) 2?4yt —22=0 realnd kuzelova plocha
(1,2,1) (1,2,0) 4y —1=0 eliptickd valcova plocha
(1,2,1) (1.1,1) 22—y —1=0 hyperbolicka valcova plocha
(1,2,1)  (2,1,0) 24+ 2y =0 parabolickd vélcova plocha
(2,2,0) (1,2,0) 22 4+9y2 =0 dvojce komplexne sdruzenych imag. ruznobéznych rovin
(2,2,0) (2,1,0) 22 4+1=0 dvojee komplexné sdruzenych imag. rovnobéznych rovin
(2,1,1) (1,1,1) x? — g% = dvojce redlnych ruznohéznych rovin
(2,1,1) (2,1,0) 22—-1=0 dvojce redlnych rovnobéznych rovin
(2,1,1) (3,0,0) nelze vyjadrit jedna vlastni a jedna nevlastni rovina
(3,1,0) (2,1,0) =0 dvojnasobna vlastni rovina
(3,1,0)  (3,0,0) nelze vvjadiit dvojnasobna nevlastni rovina

Kvadrika jejiz matice ma hodnost 4 je regularni kvadrika.

e Kvadrika jejiz matice ma hodnost 3 je kuzelova nebo valcova plocha.

o Kvadrika jejiz matice ma hodnost 2 je tvofena dvojici rovin.

o Kvadrika jejiz matice ma hodnost 1 je tvofena jednou rovinou.

Priklad: Urcete typ nasledujici kuZelosecky:

a)4x?+4xy+y* +4x—4=0

C =

-4 2 0 -4 2 0 -4 0 0
2 4 2|~ 2 0 0|~ 0 1 O0]hlavnisignaturaje (0,2,1)
0 2 1 0 0 1 0 0 1

C= (4 2) (0 0)Vedlejél'signaturaje (1,1,0)

2 1
Je to parabola.

0 1
b)3x% —2xy+3y2+4x+4y—4=0
C=

4 0 0 4
-1

3
~_(3 -1
C_(—1 3)~(0 Zg
Je to elipsa.

A)1+9x2—y2—-3z2+6x+2yz=0

1 3 0 0 1 3 0

C= 39 0 01_[3 9 0
0 0 -1 1 0 0 -1

0 0 1 -3 0 0 O

1 3 0 0 1 3 0 0
39 0 01_(0 0 O 0
0 0 -1 O 0 0 -1 O
0 0 0 -2 0 0 0 -2

Realna kuzelova plocha.

-4 2 2 -4 2 2 -
2 3 -1)]~( 0 4 0]~
2 -1 3 2 -1 3

-4 0 2 -4 0 0
~ < 0 4 0) ~ ( 0 4 0> hlavni signatura je (0,2,1)
0

S OO

4 0 2
40)~

0 3

> ~ (-(I; -(I)-) vedlejsi signatura je (0,2,0)

13 0 0
39 0 0 vr o
~lo 0 21 o vedlejsi sign. (0,2,1)

0 0 0 =2

0 0 O

0 0 O

0 -1 0 hlavni signatura (1,2,1)

0 0 =2
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STRED, PRUMERY, ASYMPTOTICKE SMERY KVADRIK

e Definice: Bod S nazveme stiedem kvadriky @, je-li polarné sdruZen se vSemi
nevlastnimi body.
VSechny singularni body jsou stfedy kvadriky

C C P y P S .
Q: C = ( 00~ ) (chceme, aby byl polarné sdruzen se vSemi soufadnici nulovou)?

C C

Bod S = ((sg, 51, 52, 53)) je sttedem kvadriky pravé tehdy, kdyz jeho souradnice spliuji

C-so+ C(sq,52,83)T =7

S 0
~[s2)
(cC) ss | = (0)
0
e Priklad: Urcete stfed kuZzelose¢ky x? — 2xy + 2y2 —4x — 6y +3 =0

3 -2 -3
(—2 1 —1) S =((s0,51,52))

-3 -1 2
—259g+51—5,=0
—35g—5S1+25, =0

o Trik: vektorovy soucin
(=2,1,-1) x (—=3,—-1,2) = (s¢,51,52)
(2-1,3+4,2+3) =(50,51,52)
(1:7:5) = (50'51'52) - [7'5]

e Priklad: Urcete stied kuZelosecky x? — 2xy + y2 —4x — 6y +3 =0

3 =2 =3

-2 1 -1

-3 -1 1
(_2'1'_1) X (_3l _1'1) = (SOI Sl; SZ)

(1 - 1,3 + 2,2 + 3) = (50,51,52)
(0,5,5) = (s, 51,52) — nevlastni stred

e Definice: Kvadrika, ktera ma alespon jeden vlastni stred, se nazyva stredova. V
opacném pripadé je nestredova.

Je-li @ stredova kvadrika, pak je Q stfedové soumérna podle kazdého sveho stredu.
Kvadrika je stiedov3, pravé tehdy, kdyz hodnost C = hodnosti (cC) (matice rozsirené)
Specialné ma praveé jeden vlastni stied pravé tehdy, kdyz C # 0

o Definice: Necht U, je nevlastni bod, jeZ neni bodem kvadriky Q
v A®, nazveme polaru bodu U, vii¢i Q priimérem
kuzelosecky, Q v A®; nazveme polarni rovinu bodu U, viici Q
primeérovou rovinou kvadriky Q.

o Definice: Nevlastni bod (tj. smér) kvadriky se nazyva
asymptoticky smér kvadriky. Vlastni te¢na (tecna rovina) s
nevlastnim bodem dotyku je asymptota (asymptoticka
rovina) . Asymptoty obsahuji stredy (stfedy kuzelosecky) 7

1\

32 Sdruzené praméry tecny v bodech
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e Priiklad: Uréete asymptotické sméry kuZelosetky 2x? — 4xy + y2 —2x + 6y —3 =0
2x12 - 4'x1x2 + x22 - lexO + 6x2x0 - 3x02 =0

o Nevlastnibod xy = 0
2x12 - 4'x1x2 + sz =0

- X1 = 0
x,2 = 0 — (0,0,0) neni v projektivnim prostoru ¢ A€,
- X1 = 1

2—4x,+x,2=0—>x,=2+2
Asymptotické sméry (1,2 + \/f), (1,2 - \/7)

e Priklad: Urcete asymptoty kuZelosetky x? — 2xy + 2x + 4y —5=10

o Nevlastnibod xy = 0
X2 —2x%, =0

u x1 = 0
x, =R— (0,0,1)
- x]_ - 1

1 1
1—2x2=0—>x2=§—>(0,0,§)

-5 1 2 Xo

(o 0o D1 1 —=-1){X1)=0
2 -1 0 X2
Xo

2 -1 0 x1)=0—>2x0—x1=0—>Teénax=2
X2

(0 1 —) 1 1 -1l[x]=0
27\ 2 1 o/\x

1 %o 1 1
(2 - —1) X1 |=0—>2xg+=x; —x,=0—>Tetna-x—y+2=0
2 %, 2 2

e Priklad: Najdéte te¢ny kuZelosecky x — 2xy + 2x + 4y — 5 = 0 prochézejici bodem

[2,4]
-5 1 2 X0
1 2 4)(1 1 —1)<x1>=0
2 -1 0 X2
X0
G -1 0)<x1> =0—>5xy—x;=0—>Tetnax =5
X2

o x = 5dosadime do pivodni rovnice
52—-10y+104+4y—-5=0— y =5 — bod dotyku [5,5] = (1,5,5)

o Rovnice te¢ny

-5 1 2 Xo
1 5 5)(1 1 _1)<x1>:0
2 =1 0/ \Xx

X0
(10 1 =-3)|*1|=0—>10xy+x; —3x, =0 —> Teénax—3y+10=0
X2
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METRICKE VLASTNOSTI KUZELOSECEK

e Pohybujeme se v EC,

Coo
c
o Definice: Smér urceny nenulovym realnym vektorem u se nazyva hlavnim smérem

kuZelosecky Q, je-li pomarné sdruzen s kolmym smérem vzhledem ke Q.

T —
e Budeme uvazovat jen kuzeloseCky s matici C = ( C(_: ), kde C je nenulova matice

o Véta: Ke kazdé kuZzelosecce existuji alespon dva na sebe kolmé sméry.
T
Ma-li kuzelosecka matici C = (COO C(_: >, pak jsou hlavni sméry kuzelosecky vlastnimi
c

vektory matice C.

Pokud dostaneme dvé stejna vlastni ¢isla,ma matice nekone¢né mnoho vlastnich vektori
a za hlavni sméry vybereme dva z nich na sebe kolmé

e Definice: Je-li U, nevlastni nesinguladrni bod urc¢eny hlavnim smérem kuZzelosecky, pak
polara bodu U, pokud je to vlastni primka, je osou kuzelosecky. Vlastni prisecik
kuZelosecky s jeji osou je vrchol kuzelosecky.

Pokud ma matice C vlastni &islo 0, je detC = 0 a jde o kuZelose¢ku s nevlastnim sti‘edem
(parabola). Vlastni vektor k vlastnimu ¢islu 0 urcuje osu - to je ale nevlastni pfimka,

kterou za kuZeloseCky nepovaZujeme.

Je-li Uy, nevlastni bod hlavniho sméru singularnim bodem kuZzelosecky, pak definujeme
jako osu kuzelosecky libovolnou vlastni primku kolmou na tento smér.

e Priklad: Urcete hlavni sméry, osy a vrcholy kuzelosecky
4xy +3y?+ 16x+ 12y —32=0

(5 0z) =02

6 2 3

o Hlavni sméry

det(ogl 337\) =-A3-1)—-4=2-3A-4=0—>71=-11,=4
ProA; = -1

(; i) (Ei) = (8) vlastni vektor (—2,1)

ProA, = 4

(_24 _21) (El) = (g) vlastni vektor (1,2)

Hlavni sméry (—2,1) a (1,2)
o Osy: (0,—2,1) a (0,1,2) nevlastni body
—-32 8 6\ /%o
o0 -2 1| 8 0 2])[*x1|=—-10x0+2x;—x,=0—>2x—y—10=0
6 2 3/ \X%
—-32 8 6\ /%o
0 1 2 8 0 2|{(*1]=20xy)+4x;+8x,=0—x+2y+5=0

6 2 3/ \X2
Osyjsou2x—y—10=0ax+2y+5=0
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o Vrcholy: prisecik osy a kvadriky
2x—y—10=0—>oy=2x—-10
4xy +3y?+16x+12y—32=0
4x(2x — 10) + 3(2x — 10)? + 16x + 12(2x — 10) — 32 =0
8x2 — 40x + 12x2 — 120x 4+ 300 + 16x + 24x —120—32 =0
20x% —120x + 148 =0

210 V10 2410 V10
S Ol e

5x2 —-30x+37=0—> A= 3+T,—

X+2y+5=0—>x=-2y—-5

4xy +3y?+16x+12y—32=0
4(—2y—5)y+3y2+16(-2y—-5)+12y—32=0
—8y2 —20y+3y?2—32y—80+12y—32=10
—5y% — 40y —112=10

i8v10
—>A=[3— z , =4+

4410 i8vV10 410
| B=3+—<— i

e Priklad: Urcete te¢ny kuZzelosec¢ky 5 + 2x — 4y + 6xy + y? = 0 prochazejici bodem
A[-2,-3].

5 1 -2
<1 0 3)
-2 3 1
5 1 =2\ /%o
a1 -2 —3)(1 0 3)<x1>=0
-2 3 1 X2

Xo

9 -8 —11)<x1>=0—>9x0—8x1—11x2=O—>—8x—11y+9=0
X2

A[-2,-3] = (1,-2,-3)

o Abychom zjistili, zda-li se jedna o te¢nu ¢i polaru, dosadime bod A
—8-(=2)—11-(-3) + 9 # 0 — nejedna se o tecnu

o Musime najit body priiniku
9—-11y

8

-8x—-11ly+9=0—>ox=
5+2x—4y+6xy+y>=0

9-11 9-11
5+2-( 3 y)—4y+6-( 3 y)-y+y2=0/-4

2049 —11y — 16y + 27y —33y% + 4y2 =0
9F 11
8

T[ 11]—(1 11>T[5 1]—(15 1)
1 4' - ) 41 5221 - 121

—29y2+29=0—>y;, =41 > x, =
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o Hledani rovnic te¢en

. 5 1 —2\ /%o
(1 _Z 1) 1 0 3 |[x]=
4 2 3 1/\x

3 7\ (X0 3 7
(2— 4 —Z> X1 :0_)ZZXO+4X1——JC2:0

4 Xy 4
5 1 =2\ /%o
prondsobeno (2 5 —=2)[ 1 0 3 X1 )=
-2 3 1 X2
X0
(19 -4 9) (X1) =0—>19%; —4x; +9x, =0
X2

o Rovnice v nehomogennich soutadnicich
16x—7y+11=0;4x—-9y —-19=0

e Urcete, o jakou se jedna kuZzelosecku

[ ]
5 1 -2 5 1 -2 51 0 51 0
c={1 0 3])]~|l1 0 3]~{1 0 3|~|(0 1 -15
-2 3 1 0 3 7 0 3 13 0 3 13
5

5 0 0 5 0 0 0 o0
~l0 -5 -15|~{0 -5 —-15]~(0 -5 0 )hlavnisignatura (0,2,1)
0

0 —-15 13 0 0 58 0 58

C= (g i) ~ (_09 i) ~ (_09 (1)) vedlejsi signatura (0,1,1)

Jedna se o hyperbolu

e Najdéte asymptoty
o Nevlastni body hyperboly
Xo = 0 — 5x02 + 2x1xg — 4xgxy + 6x1%, + Xx,2 =0
6x1%; +x,2 =0
a)x; =0 x,2 = 0 — (0,0,0) bod, ktery neni v projektivnim prostoru ¢ ATZ(C
b)x; =1 6x, + x,% = 0 — (0,1,0); (0,1, —6) nevl. body z projekt. prostoru

o Asymptotické sméry (1,0) a (1,—6)

5 1 =2\ /%0
0 1 O)<1 0 3><x1)=0
=2 3 1/ \X2

Xo
1 o0 3)<x1>=0—>x0+3x2=0

X2
5 1 =2\ /%o
0 1 —6)( 1 0 3 )<x1>=0
-2 3 1 X2
X0
(13 -18 -3) <x1> =0—13xy—18x; —3x, =0
X2

o Asymptoty
3y+1=0 18x+3y—13=0
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e Najdéte stred
o Prinik
7 1
o Vektorovy soucin druhych dvou radku matice kuZelosecky

Homogenni souradnice stiredu (1,0,3) X (—=2,3,1) = (—9,-7,3) = E, —%]

o Priklad: Méjme matici A, urcete typ, osy a vrcholy.

0 0 1
A=10 5 2
1 2 2

5 5
001y [0 0 1\ [0 05 (50 0)
c={0 5 2|~| g ~f o 5 o~ 0 5 0]
1 2 2 ——= 0 -3 5 15 5 15
2 -~ 0 = -~ 0 —
i 2 2 2 2
- 00
~| 0 5 0 |hlavnisignatura (0,2,1), vedlejsi signatura (0,2,0) — Elipsa
15
0 0 —

2

e Hledat vlastni vektory C = hlavni sméry
o Polara téch hlavnich smér je osa

5—-1 2 _ e Y A — 32 —
det( 5 2_/1)_(5 N2-)—4=212-71+6=0
Al =6 aﬂ.z =1
Prod; =6

5-6 2 Uy _ (0
(2" 226)0w)= ()
—Uuq + 2u2 =0
u=(21)
Prod, =1
5-1 2 Uy _ (0
( 2 2_1)(u2)_(0)
4u1 + 2u2 =0
2u1 + U, = 0
u=(1,-2)
Hlavni sméry (2,1) a (1, —-2)
e Osy:(0,2,1)a(0,1,—2) — nevlastni body
0 0 1\ /%o
0 2 1)(0 5 2)(x1> =0
1x 2 2/ \X%
0
(1 12 6) (xl) =0— X0 + 12x1 + 6x2 =0
X2

0 0 1\ /%o
0 1 -2) <0 5 2) (X1) =0
1 2 2/ \%

Xo
(-2 1 —2)(X1)=0—>—2x0+x1—2x2=0
X2
o Osyjsou
12x+6y+1=0
x—2y—2=0
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e Vrcholy = prise¢iky osy a kvadriky 5x;2 + 2x,2 + 2x9x, + 4x,%, = 0

o 12x+6y+1=0—>y=—2x—%—>2y2+4xy+5x+2y=0
2(<20—2) +ar(-2r—2) +5r+2(-20-2) =0
x— x(—2x -2 x x—2)=

2(42+4 +1) 8x? 4 +5x — 4 2—0
X 6x 36 X 6x X X 6—
11 [11 9
- —— = _)_,__
37 18 307 10
o x—-2y—2=0—>x=2y+2—>2y’+4xy+5x+2y=0
2y24+4Qy+2)y+5QRy+2)+2y=0
2y?2+8y2+8y+10y+10+2y =0
10y2 4+ 20y +10 =0
y2+2y+1=0—10,—1]
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PARAMETRIZACE KRIVEK V R?

e Primka

x=a1+u1t

y=a; +uxt;t €R A=lay,a;] U= (ug,uy)
Linearni funkce

y=px+q
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