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Pozn. Najdete-li chybu, nevihejte mi napsat, muze to usetiit tdpani Vasich kolegu.
Pozn. v dokumentu jde hlavné o pochopeni a oduvodnéni manipulace s kuzeloseckou s cilem jeji klasifikace, pro podrobné definice

viz slidy z prednéasky, nebo material od M. Holikové.

1 Obecné

1.1 Projektivni vlastnosti

Kuzelosecka a jeji matice - projektivni klasifikace: reguldrni/ singuldrni, redlnd,/ imagindrni

Rovnice kuzelosecky ¢ v CP? se d4 zapsat ako mnozina bodit X se zastupcem a7 = (21, 22, 2¢), pro které plati:
a b d T

2T Ax = (z1,22,20) | b ¢ e zo | = ax% + 2bx1xo + cx% + 2dx1x0 + 2€x010 + fx% =0
d e f o

oznacme dale A; = b d Ay = a d Az = a b
c e b e b ¢

Matici A muzeme prevadét soucasnymi fadkovymi a sloupcovymi tipravami na diagonalni matici A’ vzhledem k poldrn{ bazi
kuzelosecky (viz piiklady). Tahle transformace neméni projektivni vlastnosti kuzelosecky (ménf vsak metrické vlastnosti!).

a 0 0 1
2TA'z = (z1,29,20) | 0 ¢ 0 zy | =d23 +d2d + fla = 0.
0 0 f/ i)

Je-li hodnost matice h(A) = h(A’) = 3, anebo det(A), det(A’) # 0, tak je kuzelosetka reguldrni, jinak je singuldrni.

Ze signatury (nuly,+,—) matice A’, dokdzeme déle urcit jestli je kuzelosecka redlnd, nebo imagindrni.

hodnost signatura RVI rovnice | projektivni typ
h(A)=3 | (0,3,0) | 0 Rbodi | 27+ 23+ 23 =0 | imaginarni reguldrni KS

h(A)=3 | (0,2,1) | VR body | 22 + 23 — 23 =0 | redlna reguldrni KS (el., par., hyp.)

h(A)=2| (1,2,0) | 0 R bodu 22 + 22 =0 | 2 imaginarn{ riznobézky
h(A)=2| (1,1,1) | ¥V R body 23 — 23 =0 | 2 redlné riznobézky
h(A)=1] (2,1,0) | VR body 22 =0 | redlnd 2-ndsobnd pifmka

Polarni vlastnosti kuzeloseéky - singuldrni/ reguldrn{ body, pdl, poldra, tecna

body P, (Q polarné konjugované vzhledem ke kuzelosecce c:

a b d qn
T _ _
p' Ag = (p1,p2,p0) | b ¢ e]||q]| =0
d e f] \q




P je singularni, je-li polarné konjugovan s kazdym bodem prostoru:

a b d 0
pTA = (p1,p2,00) | b ¢ e|l=1]0
d e f 0

Neni-li bod singularni, potom je regularni.

Mnozina bodt 27 = (21,2, 0) polarne konjugovanych s reguldrnim (!) bodem P (pélem) vzhledem ke kuzelosecce c je
polara:
a b d 1
pTAz = (p1,p2;po) | b ¢ e | | w2 | = aprzy + bpowy + dpoxy + bpiaa + cpara + epos + dpro + epao + fpoo
d e f 0
= z1(ap1 + bpz + dpo) + x2(bp1 + cp2 + epo) + wo(dp1 + ep2 + fpo) =0
T.j. souradnice polary jsou (ap1 + bp2 + dpo; bp1 + cp2 + epo; dp1 + epa + fpo).
Polara regularniho bodu na kuzelosecce se nazyva te¢na a jeji pdl je bod dotyku.
Jednoduché tvrzeni na ovéreni: Jestli ma kuzelosecka singularni bod, potom nim prochazi poldra libovolného reguldrniho

bodu.

1.2 Afinni vlastnosti

Afinni klasifikace - pocet asymptotickych sméru, sttedové/nestiedova

Poldra nevlastniho bodu U, se zdstupcem (ug,us,0) nelezictho (!) na kuzelosecce je jeji prumér:

a b d T
ul Az = (u1,u2,0) [ b ¢ e zo | = z1(auy + bus) + x2(buy + cuz) + zo(duy + eug) =0
d e f )

Stfed nalezneme jako prusecik pruméru, které jsou polary dvou nevlastnich bodu (1,0,0), (0,1,0).

Bod (1,0,0) ndm ddva rovnici pruméru: axy + bxs + dxg = 0

Bod (0,1,0) ndm ddva rovnici pruméru: bxy + cxs + exg =0

Soufadnice stiedu tedy jsou (a,b,d) x (b,c,e) = (det A1, — det Ay, det Ag).

Je-li determinant det(As) = 0, tak stied je nevlastni.

Ma-li kuzelosecka singularni bod, potom je tento bod jejim stiedem. Maé-li kuzelosecka vlastni stied, potom ji nazyvame

stfedova, centrickd, jinak je nestifedova.

M4&-1i kuzelosecka redlny nevlastni bod = asymptoticky smér A, se zdstupcem (a1, as,0), pak pro néj (po dosazeni do
rovnice kuzelosecky) plati:

ax? + 2bx179 + 23 =0

Protoze (0, 0,0) neni bodem, tak alespon jedna soufadnice 1 V x2 # 0 a muzeme nf obé strany rovnice zkratit. BUNO z, #0
dostavame pak kvadratickou rovnici aﬁ—f + 2b% + ¢ = 0, kterd mé dva redlné kofeny pro b?> — ac > 0, jeden dvojnasobny kofen
pro b? — ac = 0 a zadny realny kotfen pro b? — ac < 0.
b% — ac 1ze taky dostat pifmo z matice jako — det(A3) resp. staéi upravit matici Az na diagonaln{ tvar a ziskdme tzv. vedlejsi
signaturu.

Polara asymptotického sméru kuzelosecky se nazyva asymptota - tetna v nekoneénu.



hodnost signatura | vedlejsi signatura rovnice | projektivni typ

h(A)=3 | (0,3,0) (0,2,0) 2?2 + 23 4+ 22 = 0 | imaginarni elipsa

h(A)=31 (0,2,1) (0,2,0) 23+ a5 — 2% =0 | elipsa

h(A)=31| (0,2,1) (0,1,1) 23 — 23 — 2% = 0 | hyperbola

h(A)=31| (0,2,1) (1,1,0) 2?2 + 2z5 = 0 | parabola

h(A)=21| (1,2,0) (0,2,0) 23 + 23 = 0 | imagindrn{ riznobézky

h(A)=21| (1,2,0) (1,1,0) 22 + 2% = 0 | imagindrn{ rovnobézky

h(A)=21| (1,1,1) (0,1,1) 22 — 23 =0 | redlné riznobézky

h(A)y=21 (1,1,1) (1,1,0) 23 — 22 = 0 | redlné rovnobézky

h(A)=2| {3:6:6) 256:60) x120 = 0 | 1 vlastni a 1 nevlastn{ pfimka (nenf diag.)
h(A)=11 (2,1,0) (1,1,0) 2?2 =0 | jedna dvojndsobna pifmka
R(A)=11 (2,1,0) (2,0,0) 23 =0 | jedna dvojndsobna nevlastni pifmka

1.3 Metrické vlastnosti

Metricka klasifikace - hlavni sméry, osy, vrcholy, ohniska a fidici pfimka

Dva vzdjemné kolmé poldrné sdruzené sméry 0 = (u1,us,0), v = (v1,v2,0) (nevlastni body) nazyvdme hlavnimi smeéry.
Plati tedy:

a b d v
UTAY = (u1,u2,0) | b ¢ e ve | = 0 a soucasné skalarni soucin Y-V ="UTEY =0a taky libovolny A nésobek.
d e f 0
Proto:
A0 O vy a b d V1
7T)\E7:(u1,uQ,0) 0 AN O Uy :0:7TA7=(ul,u2,O) b ¢ e Uy
0 0 X 0 d e f 0
ﬁT(A — )\E)7 = 0 a hleddame vlastn{ &fsla matice A. Taky je odsud vidét, Ze staci hledat vlastni vektory matice As.

Poléra hlavniho sméru je osa kuzelosecky.
Prusecik kuzelosecky s osou se nazyva vrchol kuzelosecky.
Ohniska Fy, F5 dopocitdme ze vztahtu pro elipsu, hyperbolu, kde excentricita je e = |F'S|, velikost hlavni (delsi) poloosy je

a = |AS| a velikost vedlejsi poloosy je b = |BS|, kde S je stied kuzelosecky. Ohniska zdrovén lezi na hlavni ose kuzelosecky.
e clipsa: e? = a? — b?
e hyperbola: €2 = a? + b?

Parabola m4 jedno ohnisko F lezici na ose, a tidici ptimku d, kolmou na osu, pro libovolny bod X paraboly plat{ |[dX| = |FX].
Dalsi moznost je vyuzit toho, Ze tecna je osou pruvodi¢u paraboly F'X a piimky prochézejici bodem X rovnobézné s osou.
Resp. ohniska a fidici dtvary lze Fesit transformaci - posunut{ stiedu (u paraboly vrcholu) do po¢dtku a otoceni do osového

tvaru (resp. obrdcené), t.j. zbavime se smiSeného ¢lenu zy substituci (otoceni):



' = zcosa — ysina

Yy = rsina + ycosa

vyjadiime z,y:

=12 cosa— 1y sina

y=12'sina+ 1y cosa

dosadime do rovnice kuzelosecky, ve které se vynuluje ¢len u z'y’ a zjistime velikost «, po dosazeni zpatky dostdvame
pozadovany tvar po substituci.

U paraboly z vrcholové rovnice y = 2pz? plati, ze |VF| = |Vd| = &.

2  Piiklady

1) Klasifikujte kuzelosecku c : 22 — 2zy + 3% — 14z — 10y + 25 = 0 v R?

Projektivni klasifikace:

PiepiSeme do homegennich soufadnic: #3 — 2x122 + 23 — 142129 — 102270 + 2522 = 0.

1 -1 -7
Matice kuzelosecky: A=]1-1 1 -5
-7 =5 25

det A = —144 = regularni.
Jestli je redlnd nebo imagindrni zjistime z dalsich vysledki. Druhd moznost je transformovat vzhledem ke polarni bézi a

zjistit signaturu = (0,2,1), t.j. je redlna.

Afinni klasifikace:
Asymptotické sméry: —det Az = 0 a kuzelosecka méd jeden dvojnasobny asymptoticky smeér. 7 = (;—ib) =2=1,a
21 = Lo =1, t.j. Ase = ((1,1,0)).

Uz ted je vidét, Ze kuzelosetkou je parabola a nemd vlastni stfed - nestfedova, resp. stied je A.,. Stejny vysledek
dostdvame pouzitim vzorecku pro stfed S = ((det A, —det Ay, det A3)) = ((12,12,0)).

Asymptota paraboly je nevlastni piimka, resp. spocitat jako polaru asymptotického sméru:



1 -1 -7
ATA=(1,1,00{ -1 1 —5]|=1(0,0,-12) = (0,0,1) t.j. 2o = 0.
-7 =5 25

Metricka klasifikace:
Hlavni sméry jsou vlastni ¢isla matice Ag:
1-X -1

det Az = det =AXA=2)=0—=> A1 =0, 12 =2
et Ag e(_l 1_)\) ( ) — A1 y A2

Pro A1 = 0 dostavame:

1 -1
( L1 >7 vlastni vektor je tedy (1,1) t.j. smér ((1,1,0)) = A

Pro Ay = 2 dostavame:
-1 -1

L 1) vlastni vektor je tedy (—1,1) t.j. smér ((—1,1,0)) = B

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Osa urcend smérem A, je pravé nevlastni asymptota viz vypocet vys.

Osa urcend smérem B, je:

1 -1 -7
BIA=(-1,1,0) | -1 1 —=5|=(-2,2,2)=(-1,1,1)tj. 0: =21 + 23+ z0 = 0.
-7 -5 25
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Prusecik osy a kuzelosecky je:
Pro zg = 1 — 29 = 21 — 1 a dosadfme do ¢ : 23 — 221 (21 — 1) + (7 — 1)? — 142y — 10(z; — 1) + 25 = —2421 + 36 =0 —

1 =35->V={(3731)
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Chceme-li dopocitat ohnisko F' a #idici pfimku, tak vyuzijeme napt. pifmku - pravodi¢ p : xy — xo = 0, kterd protne
kuzelosecku ¢ v bodé M:

a3 —22% + 2 — Moy — 1021 +25 = 240, + 25 =0 - 2y = 22, M = ((22,2,1))

spoc¢itame tecnu v bodé M:

1 -1 -7
(B2 1)|-1 1 —5|=(-7-52)=(-14,-10,25)
7 -5 2%



Pro jednoduchost pievedeme teénu tj; a pritvodic p do R%2. Dopoéitdme druhy priivodi¢ jako pifmku osové soumérnou s
piimkou p o ose ¢, sta¢i ndm k tomu obraz O’ = [z/,y'] bodu O = [0,0]:
—28 175 -20 125

/ !
= —_— _ — = — 72 e pp—
P05 P T Y TV T 562 T g

Bodem M a bodem O’ vedeme druhy priivodié (23, 22 1) x (%5, %, ) = (—23,47,-25) — q : —23x+47y—25 = 0. Prusecik

24> 24>
oNg=1[3,2]=F.

-4 -3 -2

2) Klasifikujte kuzelosecku c : 42?2 — dzy + y? — 2z +y — 2 = 0 v R? a urcete polaru bodu [0, 0] vzhledem k c.

Projektivni klasifikace:

Ptepiseme do homogennich soutradnic: 4x% —4x129 + m% — 2x120 + X229 — 2x3 =0



4 -2 -1
Matice kuzelosecky: A= -2 1 %
-1 1 -2

det A = 0 = singularni. Transformujeme kuzelosecku vzhledem k polarni bézi:

4 -2 -1 4 0 -1 4 0 0
A=|-2 1 1 ]|~]0 0 0f|~[0 o0 0
-1 i -2 -1 0 -2 00 -2

signatura je (1,1,1), t.j. kuzelosecka je redlnd.

Singularni bod kuzelosecky:

4 -2 -1
(p1,p2,00) | =2 1 5 | =

-1 1 -2
Afinni klasifikace:

Jeji vedlejsi signatura je (1,1,0) a jde tedy o dvé redlné rovnobézky. Vlastni stied kuZzelosecka nem4, je tedy nestfedova.

—(1,2,0)

o O O

Asymptoticky smér kuzelosecky je dvojnasobny:
4% — dxywg + 23 = (221 — 22)2 =0 = A = {(1,2,0))
Metricka klasifikace:

Hlavni sméry:

4—-X =2
det A3 = det =AA=5)=0—= X =0,\ =5.
-2 1=2A
Pro Ay = 0 dostavame:
4 =2
5 1) vlastn{ vektor je tedy (1,2) t.j. smér {(1,2,0)) = A

Pro Ay = 5 dostavame:
-1 -2
-2 —4

Protoze Ay je nevlastnim singuldrnim bodem kuzelosecky, tak osou vzhledem k A, je libovolna piimka kolma na tento

, vlastn{ vektor je tedy (—2,1) t.j. smér ((—2,1,0)) = Boo

smér, napi. oy : x1 + 2x4 = 0.
Osa ur¢end smérem (—2,1,0) je:

4 -2 -1
BIA=(-21,0)-2 1 1 |=(-421)—o0: -4z +225+1=0
-1 1 -2
Polara p bodu O = ((0,0,1)) je:
4 -2 -1
0,0,1)| -2 1 L | =(-21,-4) = 221 +as—4ao=0tj. p: 20 +y—4=0.
-1 1 -2




3) V R? je ddna kuzelosecka c : 322 — 2xy + 3y? + 4z + 4y —4 =0 a bod P = [1, 3]
a) Pieved'te rovnici ¢ do homogennich soufadnic.
b) Klasifikujte kuzelosecku c, t.j. urcete:

— projektivni vlastnosti - singuldrni/ reguldrni + singuldrni body, redlnd/ formélné redlnd
— afinn{ vlastnosti - typ kuzelosecky, sttedova/ nestfedova + stfed, asymptotické sméry + asymptoty

— metrické vlastnosti - hlavn{ a vedlejsi sméry, osy, vrcholy, ohniska, Fidici pfimku paraboly (v zavislosti na typu KS)
¢) Napiste rovnice poldry p bodu P a tecen t1,ts z bodu P ke kuzelosecce c.

d) Najdéte sdruzené prumeéry kuzelosecky, prochézi-li jeden z nich bodem Q=[1,0].

a) c: Sx% — 2x129 + 3:5% + 4x1x9 + droTg — 43:8 =0

b) — projektivné:
3 -1 2
Matice kuzelosecky: A =1 -1 3 2
2 2 -4
det A = —64 # 0 = regularni = nema singularni body. Jestli je redlnd, zjistime v dalsich krocich.

Pres signaturu: Transformujeme kuzelosecku vzhledem k polarni bazi:

3 -1 2 3.0 2 30 0
A=[-1 3 2|[~]|0 4 0]|~|0 4 O
2 2 —4 2 0 —4 00 -4

signatura je (0,2, 1), t.j. kuzelosecka je redlnd, reguldrni.

— afinné:
Asymptotické sméry kuzelosecky: Hleddme bod As = (a1,as2,0). Po dosazen{ do rovnice kuzelosecky dostdvame:
Sa? — 2a1a9 + 3a% =0
pro volbu as = 0 je taky a3 = 0, coz by nebyl zddny bod (0,0, 0).
pro volbu as = 1 mame kvadratickou rovnici 3a? — 2a; + 3 = 0, jejiz diskriminant D = —32 = —4det A3 je zéporny.
Kuzelosecka nema zadné realné nevlastni body = asymptotické sméry, ani asymptoty. Z toho a z predeslého
taky plyne, Ze je to elipsa (pofdd nevime jestli redlnd nebo imagindrni, pokud jsme nevyftesili hlavni signaturu) a
tedy stredova kuzelosecka.
Stred: hleddme poldry bodu (1,0,0),(0,1,0). Muzeme dohledat pomoci matice obé najednou (do fddku 1. matice

zaddme oba pdly — fadky posledni matice jsou souradnice poldr):

3 -1 2

1 00 3 -1 2 5 . e s ,

01 0 -1 3 2 = 1 3 9 protoze stfed je spoleény prusecik, ktery pocitame vektorovym
2 2 —4 B

soucinem, sta¢i nalézt subdeterminanty S = (det A1, — det Ao, det Az) = (—8,—8,8) = (—1,-1,1).
Pres signaturu: Matice Ag je:
3 -1 30 ey . . . - . . .
Az = 1 3 ~ 0 s a tedy vedlejsi signatura je (0,2,0) a jde o elipsu, ze znalosti elipsy je kuzelosecka
o 3

stfedova a nema zaddné asymptotické sméry a asymptoty.



P

3 X
2 4

(0,1,0)
1 4
(1,0,0)
0
-4 -3 -2 I 0 1 2 3 4
S

X :

— metricky:
Hlavni sméry: hledame vlastni ¢isla matice Ag
3—x -1
A3 = det
-1 3-2A

Pro A\ = 2 mame

):)\2—6)\+8:(/\—2)(/\—4)atedy)\1:2,/\2:4.

-1

Pro A\1 = 4 mame

1 -1
( ) ) vlastni vektor = hlavni smér A, = (1,1,0)

-1 -1

Osy: polary hlavnich sméru najednou

3 -1 2
1 1 0 2 2 4 1 1 2
1 -1 0 4 —4 0 1 -1 0
2 2 -4

052 04 : %1+ 2o +200=0vR?:24+y+2=0
0saog:x1 —Ta=0vR%2:z—y=0.

-1 -1
( ) vlastn{ vektor = hlavn{ smér B, = (1,—1,0)

10



B A1,~1,0A,=(1,1,0)

(0,1,0)

(1,0,0)

H

-2
0p \
Vrcholy:

04 Nc: véechny body kuzelosecky jsou vlastni, takze fesime soustavu
r+y+2=0
322 — 2zy + 3y% + 4x + 4y — 4 = 0, dostavame body M = [-2,0], N = [0, —2]

op Nc: véechny body kuzelosecky jsou vlastni, takze feSime soustavu

r—y=20
322 — 22y +3y? +4x+4y —4 = 0, dostdvdme body K = [72%@, #],L = [72§f, 72;‘/5] |KL|=4>|MN|=+/8
takze op je hlavni osa s délkou poloosy a = 2, 04 vedlejsi osa s délkou poloosy b = v/2.

4.

P
’ X B _A1,-1,0A_=(1,1,0)
2 4
Oa
(0,1,0
1 4
(1,0,0
M K
0 T
-4 -3 4 il 0 1 2 3 4 5
L 2\
Og

Ohniska: je napf. hned vidét ze kruznice se stfedem v bodé M a polomérem a = 2 protne hlavn{ osu v bodé F» = [0, 0]
a druhé ohnisko je tedy soumérné podle stiedu F; = [—2, —2]. Pifpadné excentricitu lze spocitat z e = Va2 — b2 = /2.

11



4.
P
3 X B_1,-1,00A_=(1,1,0)
2 4
(0,1,0)
(1,0,0)
: 4
0
] 0 1 2 3 4 5
Fb
!
|_ .............. 2% N
Og
3 -1 2
¢) soufadnice polary bodu P = (1,3,1): (1,3,1) | =1 3 2 | =(1,5,2) rovnice je tedy: p: x1 + 5z1 + 229 = 0, nebo v
2 2 -4
R?:2+5y+2=0
4.
P
3 X
2 4
Oa
1.
p
M FOZ K
-4 3 4 ' 0 1 2 3 4 5
_1 4
Fl
L 2N
Og

Body dotyku jsou pruseciky polary s kuzeloseckou. Budou to vlastni body, protoze méame elipsu. Lze si vSimnout, ze bod

M = (-2,0,1) jiz médme. Bod P nelez{ na elipse, takze zbyva nalézt druhy vlastni redlny prusecik:

pNc:
r+5y+2=0
322 — 22y + 3y? + 4o + 4y — 4 = 0, dostavame body M = [-2,0],T = [%,—%].

T
Teény najdeme jako spojnice t; = P x M ~ (1,—1,2) stovnici v R?> : 2 —y+2=0aty = Px T ~ (13, -2, —10) s rovnic{
13z —y—-10=0

12



d) Primér ¢ prochézejici bodem @ = [1,0] najdeme v RP? jako Q x S ~ (1, —2, —1), jehoz nevlastni bod je (smérovy vektor)

Us = (2,1,0). Polara r bodu Uy je sdruzenym pramérem k prumeéru g:

3 -1 2
(2,1,00)| -1 3 2 | =(5,1,6) arovnice r: 5z +y+6=0.
2 2 -4

Se v§im vsudy:

13



5
P
B 1,_1,0)A°°=(1,1,
71 2 3 4
L ......... _2
O
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