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aritmeticky vektor (soufadny vektor)

vektor homogennich soufadnic
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homogenni matice (tj. t¥ida nenulovych nasobkt matice A)
afinni, eukleidovsky prostor

projektivni rozsireni afinniho, eukleidovského prostoru
Mobitv prostor

projektivni prostor

geometricka zobrazeni

identita na mnoziné A

grupa geometrickych zobrazeni/transformaci

body

primky

(nad)roviny

nevlastni bod, nevlastni pfimka, nevlastni (nad)rovina
thel

kruznice se stfedem S a polomérem r lezici v roviné p
kulové plocha/(nad)sféra se stfedem S a polomérem r
soustava soufadnic, kartézska soustava soufadnic

bod A inciduje s pfimkou p, resp. s (nad)rovinou p
piimka p inciduje s (nad)rovinou o

bod P je prusecik pfimek p a ¢

pfimka p je prusecnice rovin g a o

pfimka p je rovnobézna s pfimkou g, resp. s (nad)rovinou o
piimka p je kolma na pfimku ¢, resp. na (nad)rovinu o
velikost use¢ky XY, velikost (norma) vektoru &, resp. x
vzdélenost bodu A od p¥imky p, resp. od (nad)roviny o
délici pomér t¥i kolinedrnich bodu

dvojpomér ¢tyt kolinearnich boda

shodnost atvara U a Uz

podobnost atvart Ui a Us
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Kapitola 1

Afinni zobrazeni

1.1 Uvodni pojmy

DEFINICE 1.1.1.

Geometrickym zobrazenim (popi. geometrickou korespon-
denci ¢ p¥ibuznosti) nazyvame predpis f : A — B, ktery kaz-
dému bodu X z mnoZiny A (tzv. vzoru) pfifazuje nejvyse jeden
bod X' = f(X) z mnozZiny B (tzv. obraz). Je-li rovnéZ piifazeni
f~': B A geometrickfym zobrazenim, potom jej nazyvame in-
verznim zobrazenim k zobrazeni f.

Defini¢nim oborem zobrazeni f rozumime mnozinu D(f) pravé téch
prvki X € A, pro néz je definovan obraz X' = f(X) € B.

Obrazem bodové mnoZiny M € A rozumime mnoZinu
FIM)={Y €B: Y = f(X), kde X € M} C B.
Zobrazeni [ se nazyva surjektivni (zkr. surjekce), pravé kdyz

F(A) = B.

Zobrazeni f se nazyva prosté, resp. injektivni (zkr. injekce), pravé
kdyz plati X; # Xo = f(X1) # f(X2) (tj. riznym vzortim jsou piifa-
zeny rizné obrazy).



KMA /G2 Geometrie 2

Je-li D(f) = A (tj. ke kazdému prvku z mnoziny vzort je definovan
obraz) a soucasné je f injektivni a surjektivni, nazyvdme toto zobrazeni
vzajemné jednoznacné, resp. bijektivni (zkr. bijekce).

Vzéjemné jednoznacné zobrazeni mnoziny A na sebe (f : A — A)
nazyvame geometricka transformace. Geometricka transformace se
nazyvéa identicka (zkr. identita), pravé kdyz pro kazdé X € A je
f(X) = X; identitu na mnoziné A budeme znacit id 4.

Skladani geometrickych zobrazeni. Nechf jsou dana geo-
metrickd zobrazeni f : A+— B ag: B +— C. SloZenim zobrazeni f a
g rozumime zobrazeni h = f o g dané predpisem

h=fog: X —g(f(X)) =g()=2=h(X),
kde X € A, Y € B, Z € C. Danou operaci oznac¢ujeme skladani
zobrazeni.! Sklddani geometrickych zobrazeni je asociativni:

fo(goh)=(fog)oh,
ale obecné neni komutativni:

fog#golf
Jsou-li f a g bijekce, potom je bijektivni i f o g.

Geometrickou transformaci f na mnoziné A, ktera neni identitou, nazy-
vame involutorni transformace (zkr. involuce), pravé kdyz pro ni
plati f o f = f? = id 4, tj. involuce je inverzni sama k sobé (f~1 = f).

DEFINICE 1.1.2.

Mnozinu G geometrickych transformaci na mnoziné A nazjvame
grupa geometrickych transformaci, jestlize pro vSechna f,g € G
plati:

fogeg, fleg, ida€g.

Geometrické vlastnosti a vztahy, které se pfi daném zobrazeni neméni
(napf¥. velikosti tisecek, velikosti thlt, délici pomér, smysl obihani vr-
chold trojthelnika apod.) nazyvame invarianty geometrického zobra-
zeni. Obdobné muzeme hovofit o invariantech celé grupy geometrickych
transformaci, tj. o vlastnostech, jenz jsou invariantni vic¢i vSem prvkim
této grupy.

LViimnéte si poradi, ve kterém se skladani provadi: (f o ¢)(X) = g(f(X)).



1.2. Afinni zobrazeni a afinni transformace

Samodruzné prvky. Pii studiu geometrickjch zobrazeni je uzi-
te¢né uréit tzv. samodruzné prvky (body, pfimky, roviny, kruznice
apod.), jez se zobrazuji samy na sebe.

DEFINICE 1.1.3.

Bud f : A — B geometrické zobrazeni z mnoZiny A do mnozZiny B,
pfiemz piedpokladejme ANB # @ (specidlng A € B). Bod S € ANB
se nazyva samodruzny bod zobrazeni f, pravé kdyz f(S) = S; bo-
dovd mnoZzina M € AN B se nazyvd samodruzna mnozZina zob-
razeni f, pravé kdyz f(M) = M. Mnozina M se nazyvd mnoZzina
samodruznych bodu, je-li kazdy jeji bod samodruzny.

Identita je zfejmé transformaci, v niz jsou vSechny body i ostatni geo-
metrické atvary samodruzné a samoziejmé vSechny vlastnosti jsou in-
varianty.

1.2 Afinni zobrazeni a afinni transformace

Afinni zobrazeni jsou zobrazeni afinniho prostoru, jejichZ invarianty jsou
kolinearita, rovnobéznost a délici pomér.

DEFINICE 1.2.1.

Budte A,, a Al, dva afinni prostory. Zobrazeni f : A, — A/, se

nazyva afinni zobrazeni, pravé kdyz pro kazdé tfi rizné kolinearni

body X,Y,Z € A, a jejich obrazy X' Y’ Z' € Al plati:

(A-1) XY’ Z' budto splynou, anebo jde rovnéz o tii rtizné koline-
arni body;

(A-2) za predpokladu, Ze jsou X', Y’  Z’ tfi rtzné kolinedrni body,
potom (XY 2Z) = (X'Y'Z").

Da se dokazat, ze kazdé afinni zobrazeni spliiuje jesté tyto vlastnosti:
e Afinni podprostor A, afinniho prostoru A,, pfechazi v afinni pod-
prostor A’ afinniho prostoru A/ :

Fihp = f(A)={Y €A, : YV =f(X), kde X € A,} = AL.

e Rovnobézné afinni podprostory A, || As (A, As C A,,) se zobrazi
na dva rovnobézné podprostory f(A,) || f(As) (f(A), f(As) C
A’)); specidlné na dva body.
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Obraz A/, = f(A,) afinnifho prostoru A,, v afinnim zobrazeni f je pod-
prostorem afinniho prostoru A, a proto n = n’ a souc¢asné n’ < m. Pro
n' = m je afinni zobrazeni f surjektivni a pron = n’ je afinni zobrazeni
f injektivni.

Je-li f bijekce (n = n’ = m), potom jej nazyvame regularni afinni
zobrazeni, resp. afinita. Plati, Ze obrazem pfimky p v afinité [ je
piimka p’ a obecné obrazem k-tice linedrné nezévislych bodi (k < n)
je opét k-tice linearné nezavislych bodi. Navic inverznim zobrazenim k
afinité f je rovnéz reguldrni afinni zobrazeni f=!: A/ — A,.

Afinni zobrazeni, kterd nejsou regularni (tj. pro néz plati n > n’), na-
zyvame singularni. V tomto pfipadé existuji v afinnim prostoru A,
pfimky, jenz se zobrazuji na body afinniho podprostoru A, C A/ .

Analytické vyjadreni afinnich zobrazeni. Afinni zobra-
zeni

frA,—A X f(X)=X
indukuje jednoznaéné vektorové zobrazeni (tzv. asociované zobra-

zeni) ¢ operujici mezi zaméfenimi vySe uvedenych afinnich prostori,
které je dano predpisem

0: Vo=V, 0'X" = o(0X),

kde O' = f(0), X' = f(X). Lze dokdzat, ze asociované zobrazeni je
linearni zobrazeni, tj. splituje podminku:

Vi, 7€ V,, Yk, €R:  o(kil + 10) = k(i) + lp(7)

Z definice asociovaného zobrazeni go(O_,Xz ) = f(X)— f(O) bezprostiedné
plyne
f(X) = 1(0) + 9(0X), (L1)

tj. je-li ddno asociované zobrazeni ¢ : V, — V. a jedna dvojice

afinné sdruzenych bodt [0,0" = f(O)], je jednozna¢né uréen i obraz
X' = f(X) kazdého bodu X € A,,.

Necht je v afinnim prostoru A,, zvolena afinni soustava soufadnic
(0;81,8,...,E,) a v afinnim prostoru A/ afinni soustava soufadnic
(P;dy,dsg,...,dn). Asociované zobrazeni ¢ : V,, — V,! je jednoznacné

10
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uréeno, zname-li obrazy bazovych vektoru €, tj.
m
30(61): E aijdj, 221,2,TL
j=1

Oznac¢ime-li € = (€1,é,,...,é,)T ad = (dy,da,...,d,)T potom mi-
zeme predchézejici vztah popsat

— T3
(&) = ATd, (1.2)
kde
aip aiz ... Qaim
T a1 ag2 e a2m
A =
apl1  An2 ... Odnm

Vztah mezi vektorem « a prislusSnym soufadnym vektorem
u = (uy,us,...u,)T, resp. mezi jeho obrazem (@) = v’ a ptislusnym
soufadnym vektorem @(u) = u’ = (u},ub,...ul,)7T je
S ~ - T3
@ =uTé, resp. u =u'"d.
S vyuzitim vlastnosti asociovaného zobrazeni (linedrni zobrazeni!) a
vztahu (1.2) mtzeme psat

u’d
<)O(ﬁ): T= T — TaTH T3
p(uté) =utp(€) =u'A"d=(Au)'d

Pro soufadnice libovolného vektoru @ a jeho obrazu o(@) = o/ tedy
plati transformacni vztahy

p: u =Au. (1.3)

Z (1.1) a (1.3) ihned vyplyvd hledany vztah mezi soufadnicemi
x = [z1,%2,...7,])T bodu X a soufadnicemi x’' = [z}, 25, ...z/,]T jeho
obrazu X’ = f(X) (tj. analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f) ve
tvaru:

f: xX =Ax+b, (1.4)

11
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neboli po rozepsani

/
Ty aill as1 . an1 X1 b1
/
To ai2 a9 e an2 i) b2
= + 5
! b
J)m A1m  A2m e Anm, e m
kde b = [b1,bs,...b,]T jsou soufadnice obrazu pivodniho poéatku
f(O) v afinni soustavé soufadnic (P;d;,ds,...,d,) a A je matice, jeji-

miz sloupcovymi vektory jsou souradné vektory obrazti ptivodnich bé-
zovych vektord p(e1), p(€2), ..., (€,) v bazi (d1,da, ..., dn).

Véta 1.2.1. Afinni zobrazeni f : A, — Al popsané rovnici (1.4) je
jednoznaéné urcéeno, jsou-li znamy obrazy f(Py), f(P1),..., f(Pn) € AL,
n + 1 linedrné nezdvislych bodu Py, Py, ..., P, € A,,. O

Dikaz: Oznac¢me

P =(p; —Po:---»P, — Pg); resp. P = (py —p5,.... P, —Py)

matice, jejichz sloupcovymi vektory jsou soutfadnice vektortu P; — Py,
resp. P/ — Pj (i=1,...,n). Jelikoz je podle (1.3)

p;_pé):A(pz_pO)a i:172a"'7n»

potom plati
P’ = AP.

Podle pfedpokladu jsou body Py, Pi, ..., P, (tj. i vektory p; — py) line-
arné nezavislé, a proto je matice P reguldrni a 1ze vypocitat jeji inverzni
matici. Pro matici A tedy dostavame:

A=PP "

Dosazenim soufadnic bodt Py a P} do rovnice (1.4) koneéné obdrzime
b = py — Ap,

a tudiz afinni zobrazeni je jednoznacné popsano pomoci A i b. O

Zdtraznéme, Ze pro reguldrnd afinni zobrazeni (afinity) musi byt ¢tver-
cové matice A v rovnici (1.4) reguldrni — kdyby totiz byla matice A

12
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singuldrni, potom z FeSeni soustavy b = Ax + b (neboli Ax = o) vy-
plyva, Ze by existoval cely neprazdny afinni podprostor A, C A, (kde
r = n — hod(A) = 1), jehoz kazdy bod by se zobrazoval na stejny bod
jako pocatek O, tj. f(A,) = f(O) — spor s vlastnostmi bijekce!

V piipadé reguldrniho afinniho zobrazeni (afinity) f ma tedy smysl
hovoiit o inverznim afinnim zobrazeni !, které je popsano rovnici:

fl: x=A"'(x'—b). (1.5)

Ekviafinity. Ukazeme, jaky geometricky vyznam méa deteminant
matice A z rovnice (1.4). Pro zjednodusSeni pfedpokladejme, ze f je
afinita mezi afinnimi prostory As a Aj. Zvolme v Az t¥i linedrné ne-
zévislé vektory u, v, w, které urcuji rovnobéznostén 7, jehoZz objem
vypocteme
|7] = |[u,v,w]| = |det(u, v, w)]|.
Podle (1.3) je ¢(u) = Au, ¢(v) = Av, p(w) = Aw, tj. miZzeme psat
det(Au, Av, Aw) = det[A(u,v,w)] = det(A) - det(u, v, w),

Pro objem rovnobéznosténu 7, jehoz hranami jsou vektory ¢(u), ¢(v),
o(w), proto plati
1T"| = |det(A)[ - |T].

Afinity, které zachovévaji objem rovnobéZnosténu (tj. pro néz plati
|det(A)| = 1) se nazyvaji ekviafinity. Lze dokdzat, Ze vySe uvedeny vy-
sledek je mozné zobecnit pro libovolné n pro objem libovolného télesa;
konkrétné v pfipadé n = 2 je ekviafinnim invariantem obsah, v pripadé
n =1 délka.

Afinni transformace. Vzijemné jednoznaéné afinni zobrazeni
afinniho prostoru A,, na sebe (f : A,, — A,,) se nazyvé afinni transfor-
mace. V tomto pfipadé jsou soufadnice vzoru X = x i obrazu X’ = x’
vztazeny k téze soustavé souradnic (O; €1, €a, ..., €,) a analytické vyjé-
dfeni méa tvar

f: xX =Ax+b, (1.6)

kde A je ¢tvercova regularni matice n X n.

Slozenim dvou afinnich transformaci f : X’ = Ax+bag:x =Cx+d
vznikne afinni transformace o rovnici

fog: X =C(Ax+b) +d=(CA)x+ (Cb +d);

13
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inverznim zobrazenim k afinni transformaci f : X’ = Ax + b je afinni
transformace o rovnici

1 x=A"'x+ (A"'b);
identita je afinni transformace s analytickym vyjadfenim

idy : X =Ex+o0=x.

n

Z toho plyne, Ze mnozina vSech afinnich transformaci prostoru A,, tvori
vzhledem k operaci sklddani tzv. afinni grupu G 4.

Jestlize je det(A) > 0, potom se afinita nazyva pFima; je-li det(A) < 0,
potom se afinita nazyvd nepfima. Pfim4a (resp. nepiimd) afinita pfe-
vadi uspotrddanou n-tici linedrné nezavislych vektortt v souhlasné (resp.
nesouhlasné) orientovanou n-tici vektoru.

Pro soufadnice samodruzného bodu S afinni transformace
A, — A, plati

s=As+b & (A—-E)s+b=o.

Diskusi feseni vyse uvedené soustavy dostavame:

e afinita f nemd Zddny samodruzny bod < h = hod(A —E) # h* =
hod(A — E, b);

e afinita f ma prdvé jeden samodruzny bod < h = h* = n; tato
afinni transformace se nazyva stfedova afinni transformace a
pro samodruzny bod (st¥ed) S plati

s=—(A—E) 'b;

e afinita f ma primku samodruznych bod < h =h* =n —1;

e afinita f ma rovinu samodruznych bod < h =h* =n — 2;

e vSechny body jsou samodruzné < h = h* = 0, tj. v pripadé, zZe
f=ida,.

Necht p: X = A + 4 je pfimka afinnfho prostoru A,,. Dale necht plati
p Il f(p), kde f(p) : X = f(A) + ¢(@) (ale nemusi nastat p = f(p)!).

14
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Potom smér piimky p nazyvame samodruznym smérem afinity f,
pricemz je zfejmé, Ze musi platit
p(i) = ot.

Pro soufadnice vektoru u samodruzného sméru (u) afinity prostoru A,
tedy plati

ou=Au & (A—pElu=o0, p#0,
tj. smér dany vektorem u je samodruzny, praveé kdyz vektor u je viastnim
vektorem matice A prislusnym k vilastnimu cislu o.

Zakladnt afinity. Neidenticka afinita f se nazjva zakladni afi-
nita prostoru A,,, pravé kdyz ma nadrovinu samodruznych bodu (tj.
v Ay pfimku, v Az rovinu, ... ). Navic jelikoz je kazdé afinni zobrazeni
z prostoru A,, jednoznac¢né urceno n+ 1 pary afinné sdruzenych linearné
nezavislych bodu a dale vime, Ze nadrovina prostoru A, je urcena n li-
nearné nezavislymi body, je zfejmé, ze zakladni afinita f je jednoznacéné
uréena, zndme-li nadrovinu samodruznych bodd 1 a déale jeden par ne-
samodruznych afinné sdruzenych bodi [A, A’ = f(A)] (4, A" € n).

Hledejme vyjadreni zékladni afinity f, zname-li nadrovinu samodruz-
nych bodi

n:c1ry +coTo+...cnty +cg =0, Cc#o0

a dvojici afinné sdruzenych bod& P[p1,pa,...,pnl, P[P, 05 .-, 0L],
z nichz zadny nelezi v nadroviné 7.

P#i hledédni samodruznych f : x’ = Ax + b bodt dostdvame soustavu

(a11 — 1).131 + a2+ ... +aipx, +b1 = 0
a211 + (a22 — 1)5(}2 + ...+ agpTy + ba 0

11 + naa + ...+ (@pn — V)zn + b, = 0,
ktera spliuje podminku h = h* = 1.

Vsechny rovnice soustavy tudiz museji byt jistym A;-nadsobkem rovnice
nadroviny samodruznych bodu 7 : 2?21 c;xy +co =0, tj.

n
;11 + ajoxo + ... + (aii — 1)%1 +...+ AinLn + bl = )\Z . (Z C;ix; + Co),
i=1
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neboli
n
a;1T1 —+ a;2X2 + ...+ Ai; T4 + ...+ AinTn —+ b7 = T; —+ /\7 . (Z C; Ty + CQ)7

=1
’
s

Rovnice zdkladni afinity tedy mtzeme prepsat do tvaru
o=z + N (1w +cora+ . cpy +co), i=1,...,n. (1.7)

Otéazkou zustava, jak vypocteme hodnoty \;. Jelikoz zname soutadnice
afinné sdruzenych bodi P, P’ = f(P), pak musi platit
Pi =pi + Ai - (c1p1 4 cop2 + ..+ Capn + o),
odkud snadno nahlédneme
P — Di

N = , 1=1,...,n. (1.8)
c1p1 + cap2 + ...+ cppn + Co

Véta 1.2.2. Ke kazdé€ afinité f afinniho prostoru A, existuje k zdklad-
nich afinit fi, fa,..., fr, kde k < n + 1, takovijch, Ze

f=fiofao...0fk.

Diikaz: Zvolme n+ 1 linearné nezavislych boda Py, Py, Ps, ..., P, € A,,
jez v afinité f pfechézeji do bodt f(FPy), f(P1), f(P2), ..., f(Pn).

UvaZujme nadrovinu 7y, kterd neobsahuje body Py a f(P). Jisté exis-
tuje afinita fi, kterd zobrazuje bod Py do bodu f(Fp) a mé nadrovinu
samodruznych boda 7;. Ostatni body se zobrazuji podle nésledujiciho
schématu

p P P, .. P, P,
v afinité f; ! ! l l !
f(P) Pi1 P2 ... Pinpo1 Pip.

Déle zvolme nadrovinu 7, ktera neobsahuje body Py; a f(Py), ale pro-
chazi bodem f(FPp). Uvazujme tentokrat zékladni afinitu f s nadro-
vinou samodruznych bodt 79, kterd prevadi bod P;; do bodu f(Py),
neboli schématicky

f(P) Pu P ... Pino1 Py
v afinité fo 1 1 ! ! !
f(PO) f(Pl) P22 P2n—1 P2n~
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1.3. Osova afinita

Déle zvolime nadrovinu 73 prochazejici body f(Fp), f(P1) a neproché-
zejici body Paa, f(P2). Potom jistd zékladni afinita f5 s nadrovinou
samodruznych bodt 73 zobrazi bod P do bodu f(P;). Schématicky

f(PO) f(Pl) P22 P2n71 P2n
v afinité fs 1 l 1 1 !
f(Po) f(P1) f(P2) ... P3,_1 Ps,.

Takto bychom mohli postupovat dale, az bychom se dostali k nadroviné
Nn+1 prochézejici body f(FPo), f(P1), f(P2),. .., f(Pn._1), ale neprocha-
zejici body Py, f(P,). Potom

f(Po) f(P1) f(P2) ... f(Pa-1) Pun
v afinité f, 11 1 1 l ] !
f(Po) f(P1) f(P2) .. f(Pa-1) f(Pn)

V puvodni afinité f, ale i ve slozené afinité f1 o fo 0...0 f, 11 plati

P, P P ... P, P,
! | | | |
f(Po) f(P) f(P2) ... f(Pa-1) f(P),
a proto
f=/fiofao...0fat1.
Uvédomme si navic, Ze néktery krok je mozné vynechat, a to v pfipadeé,
7e nastane
Py = f(P)).

Potom muzeme vynechat afinitu f; 1. Pocet n 4+ 1 zakladnich afinit je
tudiz maximéalni mozny, obecné vsak

k<n+1. O

1.3 Osova afinita

Jako zdkladni afinity prostoru A,, oznacujeme afinni transformace, které
maji nadrovinu samodruznych bodiu; v pfipadé afinniho zobrazeni ro-
viny A, na sebe jde o pfimku samodruznych bodt. Princip této afinni
transformace je mozné bez obtizi rozsifit i na analogickou afinitu ode-
hréavajici se mezi dvéma riznymi rovinami.
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DEFINICE 1.3.1.

Afinita f : Ag — Al mezi dvéma rovinami Ag, A, C A3 se nazyva
osova afinita, ma-li pravé primku samodruznych bodu o, kterou
nazyvame osa afinity.

V piipadé Ay = AL je f zdkladni afinita roviny A, (osovd afinita v
roving); v pripadé Ag # A} (osové afinita mezi dvéma rovinami) musi
platit o = Ag N A% (Ag [J AS).

Kromé vsech obecnych vlastnosti afinnich zobrazeni spliuje osova afi-
nita (v roviné i mezi dvéma riznymi rovinami) jesté dalsi vlastnosti:

e pro véechny X, Y € Ay (XY € 0) je XX’ || YY’ a soucasné
f: XX — XX'; smér s samodruznych piimek XX’ se nazyvé
smér afinity.

e budto p || p’ || 0, nebo pNp’ € o.

Osovou afinitu f : Ay — AL je mozné zavést jako rovnobézZné promi-
tani bodt roviny ¢ = Ay do primétny m = Aj, pfidemz smér afinity je
totozny se smérem promitani (X' € sx N, kde X € sx a soudasné
sx || s, pFicemz s |f o, 7).

Konkrétnim piikladem osové afinity je vztah, ktery plati mezi dvéma
riznymi rovinnymi fezy hranolové, resp. vdlcové plochy — osou afinity
je pruseCnice obou feznych rovin a smeér afinity je dan smérem hran
hranolové plochy, resp. smérem povrsek valcové plochy.

Osova afinita v roviné. Osovou afinitu mezi dvéma rovinami
g : "My —? A,y (s osou o, a smérem s,) zobrazime do roviny As v
rovnobé&zném promitani IT se smérem promitani o (o |f's, o |} 1Ag,%As).
Geometrickd p¥ibuznost f mezi body roviny Ay (f : X — X', kde
X = II(Xy), X' = II(X3) a Xo = g(X3)), kterd vznikla pramétem
osové afinity g, je osova afinita v roviné s osou oy a smérem sy,
pficemz oy = II(o0g), sy = II(sy).

Ptipomenime, ze v predchazejici kapitole jsme ukézali, ze kazda osova
afinita v roviné (jakozto zdkladni afinita v roving) je jednoznaéné uréena
osou o a libovolnou dvojici afinné sdruzenych bodt [X, X'] (X # X/,
X, X" ¢ o).

Podle polohy sméru afinity k ose afinity rozliSujeme tfi typy osovych
afinit v roviné. Jestlize je smér afinity kolmy k jeji ose, afinita se nazyva
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1.3. Osova afinita

pravouhla, jestlize je smér kosy k ose, afinita se nazyva kosouhla a
jestlize je smér rovnobézny s osou, potom se nazyva elace.

Obr. 1.3.1

Jsou-li X # X' libovolné dva odpovidajici si body v osové afinité, ktera
neni elaci, a Xy € XX’ N o, potom je délici pomér k = (X'X X;) kon-
stantni a nezavisi na volbé odpovidajicich si bodt. Cislo k se nazjva
charakteristika afinity. Je zfejmé, ze je-li charakteristika kladna, po-
tom sobé odpovidajici body lezi v téze poloroviné urcené osou afinity;
je-li charakteristika zaporna, potom sobé odpovidajici body lezi v opac-
nych polorovinach.

Pro involutorni zobrazeni plati X — X’ a soudasné X' — X. Z toho
pro osovou afinitu plyne, Ze bod Xy musi byt stfedem tsecky X X',
tj. osova afinita je involuci, pravé kdyz neni elaci a jeji charakteristika
je —1.
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Kapitola 2

Shodna a podobna
zobrazeni

2.1 Shodna zobrazeni

Eukleidovsksj prostor je afinni prostor, v jehoz vektorovém zaméreni je
definovéan skalérni sou¢in dvou vektord. Pomoci skaldrniho souéinu lze
nésledné definovat vzdalenost dvou bodu

(XY[ =y —x| = V(y—x)?*

DEFINICE 2.1.1.

Budte E,, a E! dva eukleidovské prostory. Afinni zobrazeni
f:E, — E/ senazyva shodné zobrazeni (popf. shodnost), pravé
kdy?z pro kazdé dva body X,Y € E, a jejich obrazy X', Y’ € E! plati
(S-1) I X'Y'| =|XY].

Shodnosti jakozto afinni zobrazeni spliuji vSechny vlastnosti afinit; z
(S-1) navic déale plyne:

(S-2) Shodné zobrazeni zachovavaji velikost thla.
(S-3) Shodn4 zobrazeni zachovéavaji obsahy a objemy.

Kazd4 afinita (tj. i shodnost) mé analytické vyjadfeni (1.4). Provedme
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2.1. Shodnéa zobrazeni

nasledujici tivahu:
(S-1) ziejmé plati < |y’ — x'|? = |y — x|?, pfi¢emz posledni rovnost
muzeme déle upravovat
Ay -x)]" - [Ay-x] = (y-x)" (y—x)
(y —x)TATA(y —x)
(y = x)T(ATA - E)(y - x)

o
e <
\
x
No¥

Plati tedy, ze rovnice (1.4) popisuje shodnost pravé tehdy, kdyz matice
A je ortonormalni, tj. jestlize plati

ATA=E, neboli A™!'=AT (2.1)

DEFINICE 2.1.2.

Dva utvary Uy C E,, Us C E! nazveme shodné (zapisujeme
Uy 2 Us), pravé kdyz existuje shodnost f:E, — E/ takovd, ze
fU) = Us.

Jsou-li ddny dva shodné utvary U, Us, potom je jednoznacné urcena
shodnost f takovd, ze f : Uy +— Us (stadi zvolit n+1 linedrné nezavislych
bodu Py, P, ..., P, € U a jim odpovidajici body Pj, Py,..., P, € Us).

Shodné transformace. Shodna transformace eukleidovského
prostoru E,, ma v souladu s (1.6) a (2.1) analytické vyjadreni
f: X =Ax+b, kde ATA=E. (2.2)
Pro kazdou ortonormalni matici A plati
det(ATA) = det(AT) - det(A) = (det(A))? = det(E) = 1,

a proto nastéava budto det(A) = +1, nebo det(A) = —1 (shodnosti tedy
pat¥i mezi ekviafinity). Shodné transformace se nazyva

e piimé < det(A) = +1;

e nepiima < det(A) = —1.
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Slozenim dvou shodnjch transformaci f : X' = Ax+b (kde ATA = E) a
g:x =Cx+d (kde C'C = E) vznikne shodné transformace o rovnici

fog: X =(CA)x+ (Cb+d), kde (CA)T(CA)=E;

. y , . . T
inverznim zobrazenim ke shodné transformaci f : xX’ = Ax+b (A" A =
E) je shodn4 transformace o rovnici

e x=A"'%4+(A"'b), kde (A-HTA™!=F;
identita je shodné transformace s analytickym vyjadifenim
: X =Ex+o=x

idg

n

Z toho plyne, Ze mnozina vSech shodnych transformaci prostoru E,
tvori vzhledem k operaci sklddani tzv. grupu shodnosti Gs (resp. eu-
kleidovskou nebo izometrickou grupu). Pfimé shodnosti pak tvoii
podgrupu této grupy.

V souladu s obecnym pristupem u afinit pro souradnice samodruzného
bodu S shodné transformace f : E,, — E, samoziejmé plati

(A—E)s+b=o0, kde ATA=E.

Obdobné i pro soufadnice vektoru u samodruzného sméru (u) shodnosti
prostoru E,, plati stejné jako u afinit

ou=Au & (A—pElu=o0, p#0,

tj. smér dany vektorem u je samodruzny, pravé kdyz vektor u je vlastnim
vektorem matice A prislusnym k vlastnimu éislu o. OvSem vzhledem k
tomu, Ze v pfipadé shodnosti plati navic

lp(@)] = [al,
je ziejmé, ze pro vlastni ¢isla dostdvame podminku

lo| = 1.

Soumérnosti podle nadroviny. K dané nadroviné n v euk-
leidovském prostoru E,, existuji pravé dvé shodnosti, pti kterych jsou
vsechny body nadroviny 7 samodruzné. Jednou z nich je identita, druha
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2.2. Shodnosti v roviné

se nazyva soumeérnost podle nadroviny — ta prifazuje kazdému
bodu X ¢ n bod X’ tak, ze XX’ 1 n a stfed tsecky XX’ lezi v
nadroviné 7. Kazda soumérnost podle nadroviny je jednoznacné urcena
budto tou nadrovinou, anebo téz jednou dvojici odpovidajicich si nesa-
modruznych bodu. Zpasobem velmi podobnym schématu u zakladnich
afinit (nebof soumérnost podle nadroviny je specidlni zékladni afinitou
v prostoru E,,) bychom dokazali analogické tvrzeni

Véta 2.1.1. Ke kazZdé shodnosti [ eukleidovského prostoru E,, existuje
k soumérnosti podle nadrovin f1, fo,..., fr, kde k < n + 1, takovyjch,
zZe

f=fiofeo...0 fg. O

2.2 Shodnosti v roviné

Shodné zobrazeni v roviné Es je popsdno rovnici (2.2). Z podminky
ATA=E pro matici

dostavame
afy +a3 =ajy+a3 = 1 (2.3)
aiiaiz + aziazz = 0 (2.4)

Z (2.3) plyne, 7e existuje takovy thel ¢ € (0,27), Ze a;; = cosp a
as1 = sin .

Je-li det(A) = +1 (pFimé shodnosti),
potom vzhledem k tomu, Ze ajiase — asja;z = +1, vyplyva z (2.4) a
(2.3) ag1 = —sinp a azy = cos g, tj.

A= ( cose —sing ) :A;;. (2.5)
sing  cosy

Je-li det(A) = —1 (nepFimé shodnosti),

potom vzhledem k tomu, Ze ajiase — azia;z = —1, vyplyva z (2.4) a
(2.3) az1 =sing a age = —cos @, tj.
A= ( cosw sy ) =A. (2.6)
sinp —cosyp ®
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Pro rtzné hodnoty ¢ (0 £ ¢ < 2m) predstavuji (2.5) a (2.6) vSechny
mozné ortonormalni matice typu (2 x 2).
Primé shodnosti v rovin€ maji analytické vyjadieni

f:x = A;fx +b, (2.7)

kde A: je matice typu (2.5) a soustava pro hledani samodruznych bodt
nabyva tvaru

cosp—1 —singp 1 b1 0
. + = .
sin ¢ cosp — 1 To ba 0
Jelikoz plati
det(A — E) = (cos ¢ — 1)? +sin® ¢ = 2(1 — cos ),
je ziejmé, Ze tato soustava ma jediné feSeni, pravé kdyz cosp # 1.
Rozeznévame nasledujici typy primych shodnosti v roviné:
e Je-li ¢ =0 (tj. A;r = E) a b = o0; potom je f identita

id: x' = x.

o Jeli ¢ = 0 (tj. A:g = E) a b # o, potom je f posunuti

(translace) s vektorem posunuti b

T;: X' =x+b.

e Je-li p # 0 (tj. existuje-li pravé jeden samodruzny bod S), potom
je f otoéeni (rotace) se stiedem S

1 1 _ _singp b
e (L ) (8)
2( lfcoiga 1 b2

a uhlem otoceni ¢:

Rsp: X = A;f(x —s) +s;

je-li specialné ¢ = £m, potom je rotace f stfedovou soumeér-
nosti se stfedem S

/ —

Ss: X' = —x+2s.
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Neprimé shodnosti v rovin€ maji analytické vyjadieni
[ X =A x+b, (2.8)

kde A je matice typu (2.6) a soustava pro hledédni samodruznych bodi
nabyva tvaru

cosp —1 sin ¢ 1 b1 0
. + = )
sin —cosp—1 To by 0
Jelikoz plati
det(A —E) = (cosp — 1)(—cosp — 1) —sin® ¢ = 0,
je patrné, zZe tato soustava nema nikdy jediné feSeni.

Rozeznavame nasledujici typy nepfimych shodnosti v roviné:

e Jestlize je hod(A —E)="hod(A—E,b)=1, potom existuje
pfimka samodruznych bodi o, kterd je ziejmé v pripadé cos ¢ # 1
(popf. cos ¢ = 1) popsana rovnici

(cosp — 1)xy +sinpzg + by =0  (popf. —2x9 + b = 0);

lze dokdzat, Ze pro oba pFipady (cos ¢ = 11 cosp # 1) ma pfimka
o soufadnice n = (ng, n1,n2), kde

1
ng = —5 (b1 s1n — — by cos g)
ny = n%
ng = —COS g

Nepfima shodnost f s pfimkou samodruznych bodu je osova sou-
mérnost O, s osou o.
Podivejme se na analytické vyjadfeni osové soumérnosti podrob-
néji. Hodnost matice Ize urcit jak pomoci jejich fadkovych, tak
pomoci jejich sloupcovych vektorti — a proto jelikoz plati

14 L4 14

T
b=Fk-(cosp—1,sinp)T = —2k‘sin§ . (sina,—cos 5) ,
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T
b=1[-(siny, —cosp — l)T = 2lcos% . (sin£7—cos£) ,

2 2
je zfejmé hod(A — E,b) = 1, pravé kdyz

T
b=m- (sing,fcos g) =m- (n1,n2)T,

kde k,l,m € R. Odtud vidime, Ze vektor b je normalovym vekto-
rem osy soumérnosti o.

Jestlize je hod(A — E) = 1 # hod(A — E, b) = 2, potom neexistuje
74dny samodruzny bod. Navic vime, Ze hod(A; —E,b) =2, pravé
kdyz

b#*m- (sinf —cosf)T
2’ 2/)

Pro vektor b mtizeme provést rozklad do slozek b’ a u, z nichz
prvni je kolmé k pfimce se soufadnicemi n = (ng,n1, ne) a druhd

je s ni rovnobézna:
ny —No
b=t t
b’ u
Nepfima shodnost bez samodruznych bodi, tzv. posunuta sou-
mérnost (posunuté zrcadleni), je tedy slozenim osové soumér-
nosti 0, : X' = Ax + b’ a translace 75 : X' = x + u, kde i || o.

(2.9)

Nasledujici tabulka shrnuje klasifikaci shodnych transformaci v ro-

viné Eo:
x' =Ax+b hod(A —E) =2 hod(A —E) =1 hod(A — E) =0
rotace; spec. translace
primeé | pro ¢ =k, tj (b #0)
shodnosti pro A = —E o
det(A) = +1 stredovd identita
soumernost (b=o0)
080vd soumeérnost
neprimé (pf'Vim/ka samo-
shodnosti o druznych bodi) o
posunutd
det(A) = —1 soumernost
(z4dné samo-
druzné body)
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2.3 Shodnosti v prostoru

Shodné zobrazeni f v prostoru Ej3 je popsdno rovnici (2.2), kde

A= | a2 ax a3
a13 ag23 (33

je ortonorméalni matice, tj. ATA = E a det(A) = +1.
Pro det(A) = +1 je shodnost f:

e identita id (A =E, b =o0);

e translace 7; (A = E, b # o);

e rotace R, , kolem osy o o thel ¢ (specidlné pro ¢ = +7 osova
soumérnost O, s osou 0);

e Sroubovy pohyb S, ., i = R, © 7z s osou o a parametrem p,
kde |@] =p- .

Pro det(A) = —1 je shodnost f:

e rovinova soumérnost (zrcadleni) (), s rovinou soumérnosti w;

¢ posunuti soumérnost (posunuté zrcadleni) S, z = Q,, o 73,
kde @ || w;

e otocena soumeérnost (otocené zrcadleni) S, ,, = Q0 R0,
kde o 1 w (specidlné pro ¢ = +r stFfedovd soumérnost se
stiedem {S} = oNw).

Z vyse uvedeného je patrné, ze kromé identity, translace, rotace kolem
osy a rovinové soumeérnosti lze ostatni shodnosti ziskat slozenim jiz
zminénych typt. Vlastnosti i analyticka vyjadieni identity a translace
jiz byly uvedeny, a proto se podrobnéji podivame jen na rotaci kolem
08y a ToVINOVOU SOUMETNOST.

Rotace R,, kolem osy o o dhel . Z divodu zjednodueni
volime nejprve osu prochazejici pocatkem

o: x=tu, kde |ul=1.

Rotace (otoceni) kolem osy otodeni o o orientovany thel ¢ je
shodnost, kterd libovolnému bodu X prfifazuje bod X’ predpisem
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Rs,,p: X — X', kde Rg, , je rotace v roviné ¢ (¢ 3 X, o L o) se
stfedem Sx ({Sx} = 0No) o thel ¢.

Pro stfed Sx dostavame
sx = (uTx)u = u(uTx) = (uuT)x.

Dale volime v roviné p bod Y, a to vztahem

Sxy:UXSXX, tj.

y—sx =ux(x—sx)=ux[x— (ulx)u] = ux x = A'x, kde

0 —us U2
A/ = us 0 —Uu1
—U2 (5% 0

Pro bod X’ tedy dostavame
X' =85x + mcosgp+ Wsingp, tj.
x' = (uu™)x 4 cos p[x — (uu™)x] +sin ¢ - A'x. (2.10)
Rovnici (2.10) miZzeme struéné psat
X' =Az,-x, kde (2.11)

Az, =uu’ +cosp(E—uul) +sing- A’ (2.12)
je tzv. matice otoceni.

Necht nyni O € o, tj.
o: x=a+tu, kde |ul=1.

Potom pro rotaci R, , dostdvame

xX—a = Az, -(x—a)
X = Az, x+(E—-Az,)-a (2.13)
~—— ——

b

Poznamenejme jests, ze v piipadé ¢ = +7 (0sovd soumérnost v Eg)
nabyva matice Ay, jednodussiho tvaru

Agyiﬂ- = 2uuT - E7

28



2.3. Shodnosti v prostoru

Je-li naopak dana rotace kolem osy rovnici X' = Ay - x + b, potom

rovnici osy (tj. pfimky samodruZznych bodid) urc¢ime feSenim soustavy
(Agw — E)X =-b

a thel ¢ zjistime z matice Ag ..

Rovinova soumérnost (),,. Rovinova soumérnost je v E3 sou-
meérnosti podle nadroviny, tj. jde o specialni pfipad zakladni afinity.
Zname-li rovinu soumérnosti w : nx 4+ ng = 0, pak snadno urc¢ime i jeji
transformacni vztahy — staci vyuzit obecného algoritmu pro urceni rov-
nic zékladni afinity. Pouze je nutné najit jednu dvojici nesamodruznych
sdruzenych bodt A, A’, které v pripadé soumérnosti spliiuji podminky
AA" Lwa (A+ A")/2 = Ag, kde Ap € w.

Je-li naopak ddna rovinovd soumérnost predpisem x’ = Ax + b, po-
tom rovnici roviny soumérnosti (tj. roviny samodruznych bodt) uré¢ime
feSenim soustavy

(A—E)x=-b

Analogicky jako v pripadé shodnosti v roviné je mozné shrnout vSechny
typy shodnych transformaci v prostoru Ez do nasledujici tabulky:

x'=Ax+b |hod(A—E)=3| hod(A—E)=2 |hod(A—E)=1|hod(A—E) =0
Sroubovy pohyb translace
o s (z4dné samo-
primé ~He (b # o)
shodnosti druzné body)
o rotace kolem osy -
det(A) = +1 (pfimka samo- identita
druznych bodi); (b=o)
spec. pro ¢ = +m B
osovd soumeérnost
otodend rovinova
neprimeé soumeérnost; (sou.mérnost
shodnosti rovina samo-
SIie(;: pro . druznych b.) -
det(A)=—-1| ¢ _A i’ t. posunutd
pro A = _,E soumérnost
stredovd 2
. (z4dné samo-
soumernost druzné body)
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2.4 Podobna zobrazeni

Podobné zobrazeni jsou afinni zobrazeni eukleidovského prostoru, jez
zachovavaji tvar geometrickych ttvart.

DEFINICE 2.4.1.

Budte E,, a E! dva eukleidovské prostory. Afinni zobrazeni
f:E, — E/ se nazyvd podobné zobrazeni (popi. podobnost),
jestliZe existuje takové realné ¢islo k > 0 (tzv. pomér podobnosti),
7Ze pro kazdé dva body X,Y € E,, a jejich obrazy X', Y’ € E!, plati
(P-1) | XY'|=k-|XY].

Shodnosti jsou podobné zobrazeni s pomérem podobnosti k = 1 (tzv.
nevlastni podobnosti), pro k # 1 hovofime o tzv. vlastnich podob-
nostech.

Podobnosti jakozto afinni zobrazeni spliiuji vSechny vlastnosti afinit;
z (P-1) navic déle plyne:

(P-2) Podobné zobrazeni zachovéavaji velikost thli.

(P-3) Podobné zobrazeni zachovévaji poméry obsahii a objemt.

Hleddme podminku pro to, kdy je afinita s analytickym vyjadfenim
(1.4) podobnosti:

(P-1) ziejmé plati < |y’ — x'|? = k? - |y — x|?, pticemZ posledni rovnost
lze dale upravit

Ay —x)]"-[Ay—x)] = E(y-x)" (y—x)
(y—x)TATA(y—x) = K (y-%T (y—x)
(y—x)"(ATA—K’E)(y —x) = 0

Plati tedy, Ze rovnice (1.4) popisuje podobnost pravé tehdy, kdyz matice
A je ortogonalni, tj. jestlize plati

T
1 1
ATA = k’E, neboli (A> (A) =E. (2.14)
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DEFINICE 2.4.2.

Dva utvary U; C E,, Us C E! nazveme podobné (zapisujeme
Uy ~Us), pravé kdyz existuje podobnost f:E, — E/ takova, Ze
fUh) =Us.

Podobn4 transformace v E,, s pomérem podobnosti k se nazyva
e pfima < det(A) = k™ > 0;
e nepiima < det(A) = —k" < 0.

Slozenim dvou podobnych transformaci f : X' = Ax+b (ATA = k%E) a
g :x' =Cx+d (CTC = I2E) vznikne podobna transformace s rovnici

fog: X =(CA)x+ (Cb+d), kde (CA)T(CA)= (kl)’E;

inverznim zobrazenim k podobné transformaci f : X' = Ax+b (ATA =
k2E) je podobné transformace o rovnici

2
1y x=A"'x+(A"'b), kde (AH)TA™! = (;) E;

identita je shodna, tj. i podobnd transformace s analytickym vyjadfenim

idg : X =Ex+4+o0=x.

n

Z toho plyne, Ze mnozina vSech podobnych transformaci prostoru E,
tvofi vzhledem k operaci sklddani tzv. grupu podobnosti Gp (resp.
ekviformni grupu). Pfimé podobnosti pak tvofi podgrupu této grupy.

Pro soufadnice samodruzného bodu S podobné transformace
f:E, — E, samozfejmé plati

(A—E)s+b=o0, kde ATA =FK’E.
Obdobné i pro soufadnice vektoru u samodruzného sméru (u) podob-
nosti prostoru E,, plati stejné jako u afinit

ou=Au & (A—pElu=o0, p#0,

tj. smér dany vektorem u je samodruzny, pravé kdyz vektor u je vlastnim
vektorem matice A prislusnym k vlastnimu c¢islu o. OvSsem vzhledem k
tomu, Ze v ptripadé podobnosti plati navic

lp(@)| =k -|d], kde k>0
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je ziejmé, ze pro vlastni ¢isla dostdvame podminku

o = k.
Stejnolehlost. Nejvyznamnéjsi podobnosti je stejnolehlost.
DEFINICE 2.4.3.

Podobnost f : E,, — E! , kterd ma pravé jeden samodruzny bod S a
kterd kazdému bodu X # S pfifazuje bod X' tak, Ze plati

(P-4) (X'XS) =&,

kde k # 0,1 je pevné zvolené redlné ¢islo, se nazyva stejnoleh-
lost (homotetie). Bod S se nazyva stied stejnolehlosti a ¢islo x
koeficient stejnolehlosti.

Snadno nahlédneme, Ze analytické vyjadieni stejnolehlosti Hg . je
(X'XS)=r & x' —s=r(x—s), ¢t
x' = rx+s(1— k). (2.15)

Naopak — je-li afinita f eukleidovského prostoru E, déna rovnici
f: x' = Ax + b, potom jde o stejnolehlost, pravé kdyz

A=k-E (k#0,1). (2.16)
Stejnolehlost s koeficientem k je podobnost s pomérem podobnosti

k = |&|. Kromé vsech vlastnosti podobnosti a vlastnosti (P-4) plati pro
stejnolehlost dale:

(P-5) p || p’ pro kazdou pfimku p C E,, (n 2 2);
0| ¢ pro kazdou rovinu o C E,, (n = 3).
Zéavérem poznamenejme, ze pro kazdou podobnost f : x’ = Ax+ b
(ATA = k2E) s pomérem k mitzeme psat
f: X =Ax+b=Fk-Cx+b=C-(k-E)x+b, tj. (2.17)
f=hoy,
kde h: x' = (k-E)xag: x' = Cx+b (C'C = E), a proto plati

Véta 2.4.1. KaZdou vlastni podobnost eukleidovského prostoru prostoru
E, s pomérem podobnosti k lze vyjadrit jako slozeni stejnolehlosti s
kladngm koeficientem k a jisté shodnosti. 0
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Mongeova grupa. Uvazujme stejnolehlosti H1 (S, k1) a Ha(R, k2).
Pro slozené zobrazeni Z = H; o Hy plati

HioHs: x+—x' +—x", kde
Hi: X =ri(x—8)+s a Ha: X" =ra(X' —r)+r.
Po tpravé tedy dostavame
HioHs: X" =ro(X' —r)+r=ralk1(x—8) +s—r]+s=
= K1KoX + Ka(S — ) — K1KaS + . (2.18)

Provedme diskusi vySe uvedené rovnice v zavislosti na hodnotach koefi-
cientl k1, K2 a na vzajemné poloze stredu S, R:

1. k1ke = 1, potom lze rovnici (2.18) upravit
x" = I€1H2X+I€2(Sfl’) — K1k2S+r =X+ (I‘ig — 1)(57[’)
~ ~—~—~
-1 =1
(a) S=R,tj.
x// =X
a slozené zobrazeni Z je identita
(b) S # R, tj.
X'=x+ (kg —1)(s—r)=x+a
—_——
—a+o0
a slozené zobrazeni Z je translace

2. K1K2 7é 1
x" = Ki1Kox + /€2(S — I’) — K1KkoS +r
(a) S =R, tj.
X" = K1KoX — K1K2S + 8 = K1Ka(X —S) + s

a slozené zobrazeni Z je stejnolehlost se stfedem S = R a
koeficientem k = k1Ko

(b) S # R, tj.

x" = K1KoX + K2(S — r) — K1Kk2S + r a po jednoduché tipravé

nz(sfr)fmnzsu) T ko (S—F)—r1raS+I

" o__ _
X - HlﬂQ (X 1—.‘£1H2 1—H1I€2

a slozené zobrazeni Z je stejnolehlost se stredem

I{g(S*l’)*KJleSﬂ*r

T a koeficientem s = k1Ko
—R1R2

t=
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Véta 2.4.2. (MONGEOVA VETA) Necht jsou ddny stejnolehlosti
H1(S, k1) a Ha(R, k2). SloZenim Hiy o Hy vznikne

1. identita & S = R N\ k1Ko = 1;

2. translace & S # R N k1ka = 1;

3. stejnolehlost H(T, k1ka) < Kika # 1. O

Véta 2.4.3. Mnozina S obsahujici identitu, vSechny stejnolehlosti a
vSechny translace tvori vzhledem k operaci sklddani grupu. O

Diikaz: Ovéfime jen uzavienost operace, zbyvajici grupové vlastnosti
jsou zfejmé. Z Mongeovy véty plyne, ze slozené zobrazeni HioHs je vzdy
prvkem mnoziny S. SloZenim dvou translaci vznikne budto translace,
anebo identita — v obou pfipadech opét prvek mnoziny S.

Zbyva ovefit jen slozeni Ho7 a T o H. Necht H: x' = k(x—s) +s a
7 : x' =x+ a. Potom

HoT: X":X/+a=f€(x—5)+s+a:ff<x— a+s_ﬁs)+a+s_“5

1—k 1—k

a sloZené zobrazeni je stejnolehlost s koeficientem x, tj. opét prvek mno-
ziny S. Obdobné

11—k

T oK X,,:K(X_Faal—ms—i—s) Ka—KS+s
— K

a slozené zobrazeni je opét stejnolehlost, tj. prvek mnoziny S. O

Grupa z pfredchazejici véty se nazyvd Mongeova grupa. Mongeova
grupa je podgrupou ekviformni grupy i grupy pfimych podobnosti. Po-
znamenejme jesté, ze prunikem Mongeovy grupy a eukleidovské grupy
je grupa tvofena stfedovymi soumérnostmi, translacemi a identitou.
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Kapitola 3

Sféricka zobrazeni

3.1 Kruhova a sféricka inverze

Kruhova inverze. Kruhova inverze je piikladem nelinedrniho zob-
razeni v roviné, které nemusi vzdy prevést primku na primku, ale v né-
kterych pripadech zobrazuje pfimku na kruznici.

Nejprve zavedeme jisté rozsireni eukleidovského prostoru.

DEFINICE 3.1.1.

K eukleidovskému prostoru E,, pfidame jeden prvek — tzv. nevlastni
bod (zna¢ime P.,, popf. jen 00), ktery je prvkem kazdé nadroviny a
lezi vné kazdé sféry'v prostoru E,,. Mnozina M, = E,, U { P} se na-
zyvéd Mébiuv prostor. Bodum prostoru E,, fikdime body vlastni.
Nadrovinu doplnénou o nevlastni bod budeme oznacovat jako roz-
Sifena nadrovina.

Na nasledujicich obrazcich je pro pfipad n = 2 symbolicky naznacen
zédkladni rozdil (srovnejte!) mezi projektivné rozsitenym eukleidovskym
prostorem E,, a Mobiovym prostorem M,,.

1Sférou v prostoru E,, rozumime mnozinu x(S,7) = {X € E,, : |XS|=r}, kde
r je konstanta (tzv. polomér) a S je pevné zvoleny bod prostoru E, (tzv. st¥ed)
— pro n = 2 jde tedy o kruznici, pro n = 3 o kulovou plochu; pro libovolné n nékdy
hovofime o tzv. nadsféfe. Analytické vyjadreni (nad)sféry je |x —s| = r.
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Obr. 3.1.2 Obr. 3.1.3

Podivejme se podrobnéji na situaci v Mdbiovée roviné.

Pfimky a kruznice budeme oznaovat spoleénym ndzvem kruhové
krivky — v eukleidovské geometrii je totiz primka limitni ¢arou kruz-
nice pro r — oo.

Necht p, ¢ jsou rtizné kruhové k¥ivky, potom

e p je rozsifena primka, pravé kdyz P, € p, v opacném piipadeé jde
o kruznici;

e jsou-li p, q rozsifené primky, potom se vzdy protinaji alespon
v jednom bodé (rovnobézné primky v eukleidovském smyslu maji
spole¢ny pouze nevlastni bod, riznobézné primky v eukleidovském
smyslu pak maji spoleény jeden bod vlastni a dale bod nevlastni);

e p, q se vzdy protinaji nejvyse ve dvou bodech (pFimka a kruznice,
jakoz i dvé kruznice maji nejvyse dva spolecné body, a to vzdy
vlastni; pocet prisecikid dvou pfimek byl diskutovan v predcha-
zejicim bodé);

e libovolné tfi rizné body jednozna¢né urcuji kruhovou kiivku (je-li
jeden z bodu A, B, C nevlastni, potom je danou kruhovou kiivkou
roz§ifend primka; v opacném piipadé musime dale rozlisSovat, zdali
jsou body A, B, C kolinearni v eukleidovském smyslu — potom
je kruhovou kfivkou opét rozsifena primka, anebo nekolinedrni —
potom je dand kruhové k¥ivka kruznici opsanou AABC).
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DEFINICE 3.1.2.

Necht je v eukleidovské roviné Eo déna kruznice w(S,r). Uvazujme
zobrazeni Z(w) v Mobiové roviné My = Ey U {o0}, které je uréeno
nasledujicim predpisem:

(i) Obrazem bodu S je nevlastni bod co.

(ii) Obrazem nevlastniho bodu oo je bod S.

(iii) Obrazem bodu X # S, 00 je bod X’ takovy, ze X’ nalezi polo-
pifmee SX a soucasné |SX'| - |SX| = r?

Zobrazeni 7 (w) se nazyva kruhova inverze (inverze podle kruz-
nice), kruZnice w se nazyvé zdkladni kruZnice inverze, bod S nazy-
vame stied kruhové inverze a kladné realné éislo r2 je koeficient
kruhové inverze.

Priklad 3.1.1. Sestrojte obraz a) bodu na kruznici w(S, r); b) vnéjsiho
bodu kruZnice w; ¢) vnitiniho bodu kruznice w v kruhové inverzi 7 (w).

Obr. 3.1.4

a) Je zfejmé, Ze bod X zdkladni kruZnice je samodruzny, nebot
|SX|-|SX|=7r-r=12
b) Z vnéjsiho bodu Y vedeme teénu YT ke kruznici w s bodem do-

tyku T. Pata Y’ kolmice z bodu T na piimku SY je hledanym
obrazem bodu Y.

c¢) Ve vnitinim bodé Z vztyéime kolmici na pfimku SZ, kterd protne
kruZnici w v bodé T". Teéna kruznice w v bodé T” protne piimku
SZ v hledaném bodé Z’ — obrazu bodu Z. 2

2Zduvodnéni ¢asti b), c): Podle Eukleidovy véty o odvésné plati |SY| - |SY’| =
|SZ|-18Z'| = r2.

37



KMA /G2 Geometrie 2

Zakladni vlastnosti kruhové inverze plynouci pfimo z definice jsou:

e X = X' pravé kdyz X € w, tj. zdkladni kruznice je mnoZinou
samodruznych bodi;

e X' nélez{ vngjsku kruZnice, pravé kdyz X nélezi vnitiku — a
naopak;

e kruhova inverze je involutorni zobrazeni, tj. (X') = X.

Hledame analyticky predpis kruhové inverze Z(w). Potom pfimo z defi-
nice plyne

X e SX: x'—s=A(x—s), kde A > 0;
|ISX|-|SX|=r2 X' —s|-|x—s| =72

7 vyse uvedenych podminek jiz snadno odvodime

2
/ r

= —75 - (x—58)+s. 3.1
e ) (3.1)
Uvazujme kruznici inverze w se stfedem v poc¢atku souradného systému.
Potom se rovnice (3.1) zjednodusi na tvar

2
’ r

X =—
Ix|?

- X. (3.2)

Nyni se pokusime najit obrazy kruznic a p¥imek (tj. kruhovych krivek)
v kruhové inverzi (3.2). Spole¢nd rovnice kruhovych kiivek v E; je

az(x3 4+ 23) + a121 + agxs + ag = 0, (3.3)

kde pro az = 0 dostdvame primku a pro az # 0 kruznici. PouZijeme-1i
na (3.3) transformacni vztahy

x?*
=2 X T E (3-4)
potom dostavame
72 72 / /\,.2 4 __
ap(z]” + 57) + (a12] + agzh)rs 4+ agr® = 0. (3.5)
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Je vidét, Ze pro pro agp = 0 (tj. pro piipad, ze kruhova kiivka, ktera
je vzorem, prochézi stfedem inverze) je obrazem pFimka a pro ag # 0
kruznice. Diskuzi parametri ag, ag tak dostavame:

Véta 3.1.1. Kruhovd inverze zobrazuje kruhové kiivky opét na kruhové
krivky, pricemz

e obrazem pFimky p prochdzejici stredem kruhové inverze S je

primka p' = p, tj jednd se o samodruZnou pfimku (a3 = ag = 0);

e obrazem pFimky p meprochdzejici stredem kruhové inverze S je
kruznice p’ prochdzejici stredem kruhové inverze (az =0, ag # 0);

e obrazem kruznice k prochdzejici stredem kruhové inverze S je
primka k' neprochdzejici stredem kruhové inverze (a3 # 0, ag =
0);

e obrazem kruznice k meprochdzejici stredem kruhové inverze S je

kruznice k' neprochdzejici stiedem kruhové inverze (as,aq #0).
O

Zobrazeni prevadéjici kruhové kiivky na kruhové kiivky se nazyvaji
kruhova zobrazeni.

Dusledek 3.1.1. Kruhovd inverze patii mezi kruhovd zobrazend. 0

Priklad 3.1.2. Sestrojte obraz a) piimky p neprochéazejici stfedem in-
verze, b) kruznice k prochézejici stfedem inverze v kruhové inverzi 7 (w).

a) Jak vime z ptredchézejici véty, obrazem piimky p neprochézejici
stfedem inverze je kruznice prochézejici stfedem inverze. Uka-
7eme, 7ze p’ snadno sestrojime jako Thaletovu kruznici nad pri-
mérem SL’, kde L' je obraz paty kolmice vedené ze stiedu inverze
S na primku p.

Zvolme na piimce p libovolny bod X # L a oznaCme
X' e—SX Nyp'. Podle Thaletovy véty je SX' L X'L’, a proto
zfejmé plati ASX'P' ~ ASPX (uvu). Odtud jiz snadno nahléd-
neme SX| ||

SX SL

— = = |SX| - |SX]| = |SL| - |SL],

a proto body X a X’ jsou sdruzeny v inverzi 7 (w).
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b) Jelikoz je kruhové inverze involuci, plyne tato konstrukce bezpro-
stfedné z ¢asti a) — stadl pouze obratit postup konstrukce.

Obr. 3.1.5 Obr. 3.1.6

Priklad 3.1.3. Sestrojte obraz kruznice k neprochéazejici stfedem in-
verze v kruhové inverzi Z(w).

Jak vime z predchézejici véty, obrazem kruznice k neprochézejici stie-
dem inverze je kruZnice k' rovnéz neprochézejici stfedem inverze. Uké-
Zeme, 7e k' lze snadno sestrojit jako Thaletovu kruZnici nad priimérem
A’B’ kde A’ a B’ jsou obrazy bodti A, B, které ziskdme jako priseciky
pfimky a spojujici stfed inverze S a stfed O kruznice k.

Kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé, tj. i kruznice k a k' — stfedem stej-
nolehlosti je stfed inverze .S, dvojice bodl sdruzenych ve stejnolehlosti
jsou vSak oproti dvojicim sdruzenym v inverzi [A4, B’] a [B, A’], nebot

ISA'| : |SB| = |SB'| : |SA

Necht X € k je libovolny bod rtzny od bodi A, B; druhy prisecik
— SX Nk oznacme Y. Potom plati

[SX'|: |SY|=|SY'|: |SX|] = |SX]| |SX'|=|SY]|-|SY’|.
Mocnost bodu S ke kruznici k je
i = |SA[-|SB| = [SX]-|SY]
a spolu se vztahem pro stejnolehlost

ISA'| : |SB| = [SX'| : |SY|
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tak dostavame
|SA|-|SA'| = |SX]|-|SX|.

Body X a X’ jsou (jakoz i body Y a Y’) sdruZeny v téze inverzi jako
body A a A’ (resp. B a B’). &

Zbyva vyresit otazku, zdali kromé samodruznych pifimek neexistuji i
samodruzné kruznice. Jednou z takovychto kruznic je samoziejmé za-
kladni kruZnice inverze w, kterd je mnozinou samodruznych bodi.

Véta 3.1.2. KruZnice k # w je samodruind v kruhové inverzi I(w)
prdavé tehdy, kdyz k L w. d

Diikaz: Necht k(S1,71) je libovolnd kruznice ortogondlni na zdkladni
kruznici w(S,r) — ozna¢me kNw = {A, B}. Uvazujme déle libovolnou
primku p prochazejici stfedem inverze .S, ktera protina kruznici k v bo-
dech P, Q). Vzhledem k tomu, ze k | w, jsou pfimky SA, SB teénami
kruznice k v bodech A, B, a proto pro body P, @ plati

SP|-1SQ| = |SA[2 = |SBP? = 2.

Body P, @ si tedy navzajem odpovidaji v kruhové inverzi Z(w), a proto
Z(w) : k — k' = k. Pouhym obracenim postupu bychom snadno doka-
zali, Ze jestlize kruhovéa inverze prevadi kruznici k # w na k' = k, potom
jsou k a w ortogonalni. 0

Véta 3.1.3. Kruhova inverze zachovava tthel kruhovych ktivek, tj. patfi
mezi tzv. konformni zobrazeni. O

Diikaz: Urcovani thlu dvou protinajicich se kruznic prevadime na ur-
¢ovani uhlu jejich tecen v jednom z priseciki, rovnéz v pripadé thlu
primky a kruznice nahradime kruznici te¢nou. Proto je mozné uvahy
zjednodusit a pracovat jen s tthlem dvou primek. Nechf a, b jsou dvé
pfimky protinajici se ve vlastnim bodé M, riizném od stfedu inverze.
Jestlize ani a, ani b neprochéazi stfedem inverze S, potom se zobrazi
na kruznice a’, V', které obé prochazejici jednak stiedem inverze S a
jednak obrazem M’ priseciku M primek a, b. Zajima nas ihel kruznic
a’, V. Uhel jejich teen v M’ je samoziejmé stejny jako tihel jejich tecen
v bodé S. Teény v bodé S jsou vSak rovnobézné s primkami a, b, a
proto urcuji uhel téze velikosti jako piimky a, b. Opacny smysl obou
uhli je ziejmy. Kdyby néktera z primek a, b prochazela stfedem inverze
S, byla by samodruzna a dikaz by se zjednodusil. 0
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Obr. 3.1.7

Sféricka inverze. Kruhovad inverze Mobiovy —roviny
My = Ey U {00} podle kruznice w(S,r) ma v n-rozmérném prostoru
svoji analogii — sta¢i jen uvazovat Mobitv prostor M,, = E,, U {co}
(nadroviny v Mébiové prostoru muZeme interpretovat jako sféry
prochéazejici nevlastnim bodem oo, tj. jako sféry s ,nekonecnym
polomérem*) a sféru x(S,r). Prakticky beze zmény lze pouzit definici
3.1.1 — obrazem bodu S je opét nevlastni bod oo (a naopak), obrazem
bodu X # S, 00 je op&t bod X' takovy, ze X’ nalezi polopfimce SX
a soudasné |SX’| - |SX| = r2. Toto zobrazeni nazyvidme sféricka
inverze, resp. inverze podle (nad)sféry. Pro analyticky popis
stérické inverze lze pouzit rovnice (3.1), popt. (3.2).

Analogicky jako u kruhové inverze jsou v pfipadé sférické inverze nadro-
viny prochézejici stfedem inverze samodruzné; obrazem sféry prochéaze-
jici stfedem inverze je nadrovina neprochazejici stfedem inverze; obra-
zem nadroviny, resp. sféry neprochéazejici stfedem inverze je sféra pro-
chéazejici, resp. neprochézejici stfedem inverze.

Poznamenejme jen, ze provedeme-li restrikci sférické inverze v Mg podle
kulové plochy x na rovinu My prochézejici stfedem inverze, dostaneme
kruhovou inverzi podle kruznice, ktera je fezem dané roviny a sféry.
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3.2. Stereograficka projekce

3.2 Stereograficka projekce

DEFINICE 3.2.1.

Necht je dédna kulova plocha x, bod S € k a rovina II rovnobézna
s tenou rovinou 7 v bodé S (II # 7). Potom bijekci o : s\ {S} — II
danou predpisem

o: X—X'=8XNII (X#S5)

nazyvame stereograficka projekce kulové plochy x na rovinu II
z bodu S.

Volme S severni pdl kulové plochy x(O,r) : |x| = r (tj. S = [0,0,7])
a Il : 3 = 0 ekvatoridlni rovinu téze kulové plochy. Uréime priisecik
primky SX s rovinou II a ziskdme rovnice stereografické projekce ve
tvaru re, rio

Ty = xh = ,  kde |x| = (3.6)

r—x3’ T — T3

Chceme-li pfifadit obraz i bodu S = [0, 0, r], potom je vzhledem k (3.6,
x3 = r) nutné rovinu II rozsifit o bod ,,v nekoneénu® P.,. Stereograficka
projekce o : k — IIU{oo} je potom bijekci mezi celou kulovou plochou a
Mobiovou rovinou Ms. (kulovou plochu tak mizeme chapat jako model
Mbbiovy roviny).

Z analytického vyjadieni (3.6) se di dokdzat, Ze stereografickd projekce
zobrazuje kruznice na kulové plose k neprochdzejici bodem S na kruz-
nice a kruznice na kulové plose k prochdzejici bodem S na primky.
Stereograficka projekce navic zachovava thel kruhovych kiivek.

Véta 3.2.1. Stereografickd projekce o : k — My je kruhové a kon-
formni zobrazeni. O

Jelikoz je stereografické projekce stejné jako kruhova inverze kruhové
a konformni zobrazeni, pokusime se najit uzsi souvislost mezi obéma
zobrazenimi.

Uvazujme stereografickou projekci o kulové plochy (O, r) na Mébiovu
rovinu My = ITU {o0} z jejiho severniho pdélu S. Oznaéme w(O,r)
rovnikovou kruznici kulové plochy k a uvazujme dale kruhovou in-
verzi I(w). Jestlize oznacime X a X body kulové ploch x soumérné
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podle roviny II, potom plati, Ze jejich obrazy X’ a X' ve stereogra-
fické projekci o jsou sdruzené v kruhové inverzi podle kruZnice w.
(ASX'O ~ AJX'O = |0X'| : |0S| = |0X'| : |0J| a vzhledem
k tomu, ze |OS| = |0J| = r, dostavame |OX’| : |OY/\ =7?)

Vyse uvedeny zaveér je rovnéz mozné zachytit nasledujicim zpisobem:

Véta 3.2.2. KaZdou kruhovou inverzi lze sloZit ze dvou stereografickych
projekei — I(w) = agl ooy, kde w je rovnikovd kruznice kulové plochy
Kk a S, resp. J je jeji severni, resp. jizni pol. O

3.3 Grupa sférickych transformaci

Budeme se zabyvat otazkou, jaké zobrazeni vznikne sloZzenim dvou li-
bovolnych inverzi Z; (w1) a Zo(ws).

Véta 3.3.1. SloZenim dvou inverzi s tymZ stfedem vznikd budto stejno-
lehlost, nebo identita. O

Diikaz: Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze stfed S obou inverzi

je v pocatku. Inverze jsou pak popsany rovnicemi
2 2
r T
Il5x/:712'x, a Iz:x’:—Qz-
| |

Pro slozené zobrazeni Z7 o Zo muzeme psat:

TioZy: X=X+ X", tj.

2

2
X'= 2 T2y 3.7
WE X &0

Rozborem vztahu (3.7) snadno nahlédnéme, Ze pro ry = ro (w1 = ws) je
711 0I5 identita; jestlize je r1 # ro, potom sloZenim vznika stejnolehlost
2

se stfedem S a koeficientem x = (:—’;‘) . O

Obdobné bychom snadno dokazali

Véta 3.3.2. SloZenim inverze a stejnolehlosti s tymz stredem vznikd
inverze. 0
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3.3. Grupa sférickych transformaci

Co je vsak slozenim dvou inverzi s riznymi stiedy? Odpovéd na tuto
otdzku ndm pomtize vyreSit kol nalezeni nejmensi grupy obsahujici
vsechny inverze. Jestlize rozsifime kazdou podobnost f eukleidovského
prostoru E,, na Mobiav prostor M, tak, Ze polozime

f : POO = Pooa
potom lze dokézat vétu

Véta 3.3.3. SloZenim dvou inverzi s ruznymi stredy vznikd zobrazent,
kterée je sloZenim podobnosti a inverze. O

DEFINICE 3.3.1.

Transformaci Mobiova prostoru M,,, kterd je bud podobnosti, nebo
je sloZzenim podobnosti a sférické inverze, budeme nazyvat sféricka
transformace prostoru M,,. V pripadé n = 2 hovofime o tzv. kru-
hovych transformacich.

Navic plati:

Véta 3.3.4. Vsechny sférické transformace prostoru M, tvori vzhledem
k operaci skldddni grupu. O
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Kapitola 4

Projektivni prostor a
projektivni zobrazeni

4.1 Projektivni rozsifeni eukleidovského
prostoru

Vlastnost byti incidentni vykazuje v eukleidovském prostoru Ez nedo-
statek symetrie — zatimco napt. kazdé dva body inciduji s jednou pfim-
kou, neplati, Ze kazdé dvé piimky (specidlné dvé rizné rovnobézky)
inciduji s jednim bodem! Nase dalsi ivahy jsou tudiz vedeny snahou
odstranit tuto nejednotnost, a to pfiddnim specidlnich objektti ,,v ne-
kone¢nu“.

e Ke kazdé primce p eukleidovského prostoru [Eg pridame jeden bod
P, (tzv. nevlastni bod pfimky p), ktery je spoleény vSem piim-
kam rovnobéZznym s pfimkou p.

Nevlastni bod P, ztotoznujeme se smérem piimky p, tj. vSechny
navzajem rovnobézné primky maji tyz smer.

e Ke kazdé roviné 7w eukleidovského prostoru E; pridame jednu
piimku p.o (tzv. nevlastni pFimku roviny 7), na niz lezi ne-
vlastni body vsech pfimek roviny m; primka p., je spole¢na vsem
rovindm rovnobéznym s rovinou 7.

Nevlastni pfimku po, ztotoziiujeme s dvojsmérem roviny m, tj.
vSechny navzajem rovnobézné roviny maji tyz dvojsmeér.
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4.1. Projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru

e K prostoru E3 pfiddme jednu tzv. nevlastni rovinu 7., jakozto
souhrn nevlastnich bod vSech primek a nevlastnich pfimek vSech
rovin prostoru Eg.

Ostatni body, pfimky a roviny nazyvame vlastni.

DEFINICE 4.1.1.

Eukleidovsky prostor E3 doplnény o nevlastni rovinu 7., nazyvame
(projektivné) rozsifeny eukleidovsky prostor a znaéime jej Ej.
Analogicky eukleidovskou rovinu E, doplnénou o nevlastni pfimku
Poo nazyvame (projektivné) rozsifenad eukleidovska rovina a
znacime ji E.

Poznamenejme jesté, ze eukleidovskou rovinu, resp. eukleidovsky pro-
stor je mozné rozsifit i jinym zpuisobem — prikladem je Mobiova rovina,
resp. Mobiuv prostor, se kterymi jsme se setkali v minulé kapitole.

Princip duality. V rozsiiené eukleidovské roviné Ey plati:
(i) Pro kazdé dva rtzné body A, B existuje pravé jedna piimka p,
kterd s obéma body inciduje; p =< AB — spojnice bodu A, B.
(ii) Pro kazdé dvé riizné pfimky a, b existuje pravé jeden bod P, ktery
s obéma primkami inciduje; P = a N b — prusecik pfimek a, b.

Vsimneme-li si podrobnéji predchazejicich vét, potom snadno nahléd-
neme, ze zaménime-li pojmy bod a primka, resp. spojnice a prisecik,
potom z (i) dostaneme (ii) a naopak. Uvedend zadména se nazyva dua-
lizace.

PRINCIP DUALITY V Eo: KaZdd véta geometrie roviny Eo pfechdzi v
rovnéz platnou vétu geometrie roviny Eo, nahradime-li v ni slovo bod
slovem primka a naopak se soucasnym zachovdnim incidence.

Uvedené véty (i), (ii) (a vSechny dalsi dvojice spojené pomoci prin-
cipu duality) nazyvdme dudlni véty. Obdobné hovofime o Gtvarech
dudlnich — nap¥. priseéik dvou piimek (tj. bod incidentni se dvéma
primkami) a spojnice dvou bodi (tj. pfimka incidentni se dvéma body)
jsou dudlnimi atvary.

Analogicky pracujeme s principem duality v prostoru Es; duélni dvojice
jsou bod-rovina, primka-primka,. . .
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V prostoru E3 plati kromé (i):

& Pro kazdé tii nekolinedrni body A, B, C existuje pravé jedna
rovina o, kterd s témito body inciduje; o =< ABC.

Q Pro kazdé dvé ruzné roviny «, 3 existuje pravé jedna pfimka p,
kterda s obéma rovinami inciduje; p = a N § — prusecnice rovin
a, 3 (dualizace (i)).

& Pro kazdé tii roviny «, 8, v nendlezejici témuz svazku, existuje
pravé jeden bod P, ktery s témito rovinami inciduje; P = aNBN-y
— prisecik rovin «, 3, v (dualizace &).

Délici pomeér nevlastntho bodu. Piipomeiime nejprve, Ze
délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A, B (4,B,C € E,)
rozumime redlné ¢islo A = (A, B, C), pro néz plati

c—a=Ac—b).

Uvazujme nyni pfimku p = AB v rozsifeném eukleidovském prostoru
E,. Ptadme se, zdali je mozné urcit délici pomér nevlastniho bodu
P, € p vzhledem k bodiim A, B. Uvazujeme-li proménny bod X € p,
potom pro A = (A, B, X) dostdvame funkéni predpis

Xx—a b—a

x—b +x7b (4.1)

S vyuzitim (4.1) snadno odvodime

lim (4,B,X)=1,

7 oo

a proto polozime (4, B, P,) = 1.

4.2 Homogenni souradnice v roviné a pro-
storu

Homogenni souradnice bodu v Es. Viastni body rozsitené
eukleidovské roviny E, mtizeme vzhledem k jisté kartézské soustaveé
soufadnic S{O;x,y) standardné popsat pomoci soutadnych vektoril
x = [z,y] € R2. Otézkou ziistavd, jak analyticky zachytit nevlastni bod
P, spole¢ny vSem primkam rovnobéznym s piimkou p = OX.
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4.2. Homogenni soufadnice v roviné a prostoru

Necht uspoiddané trojice (zg,z1,72) € R® (kde 29 # 0 je libovolné
redlné ¢islo) popisuje bod X = [z, y], pravé kdyz plati
T

xTr = ’y:
Lo Lo

T2

(4.2)

Je ziejmé, ze tyz bod X = [z,y] potom popisuji v8echny uspoifadané
trojice (oxo, 071, 022) € R? (kde o # 0 je libovolné redlné ¢&islo); speci-
alné pak pro prg = 1 trojice

(L,2,y). (4.3)

Pro libovolné A € R lezi bod Y = [£,7] = [z, Ay] na pfimce p = OX,
a proto

lim ¥ = Py (4.4)
Vzhledem k (4.3) 1ze bod libovolny Y € p popsat uspofadanou trojici
(1,£,m) a samozfejmé pro A # 0 rovnéZ trojici (4, %, ) = (5,2,y).
Pouzijeme (4.4) a pro nevlastni bod p¥imky p dostavame vyjadieni

1
Py = lim Y = lim (

A—00 A—00 )\’

,y) = (0,2,y) (4.5)

Provedme shrnuti — ke kazdé uspofadané trojici (xo, z1,22) # (0,0,0)
(z; € R) existuje pravé jeden bod X € Es, ktery je

® pro zo # 0 vlastnia m4 kartézské soutadnice x = (z,y) = (Z+, 22);

e pro xg = 0 nevlastni.

Jak jiz bylo uvedeno, kazdou uspofddanou trojici (zo, z1, z2) # (0,0, 0)
(r; € R) je popsan pravé jeden bod X € E,, kdezto jednomu bodu
je prifazena celd trida uspofaddanych trojic (ozo, 0x1,0x2) # (0,0,0)
(0,z; € R). Prvky usporddané trojice (zg,x1,22) se nazyvaji homo-
genni kartézské sourfadnice bodu X a vektor

X = (13071'1,1'2) # o
je vektorem homogennich kartézskych souradnic bodu X. Dva vektory

X = (zg,z1,%2), Y = (Yo, Y1, ¥y2) popisuji tyz bod X (piSeme X = y),
pravé kdyz existuje o € R, ¢ # 0 takové, ze (xo,x1,x2) = 0(Yo,Y1,Y2)-
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Homogennt souradnice primek v E,. Vlastni ptimku p v
roz§ifené eukleidovské roviné Es 1ze pfi pevné zvolené kartézské soustave
soufadnic S{O;x,y) popsat pomoci obecné rovnice

nx +nay+no =0, (n1,n2)# (0,0). (4.6)

Pf¥imku p lze tedy jednoznacné urcit pomoci usporadané trojice
(no,n1,n2) € R3. Naopak tutéz pifmku popisuji vSechny usporddané
trojice (ong, on1, ona) € R? (kde o # 0 je libovolné reélné ¢islo). Prvky
uspofddané trojice (ng,ni,n2) se nazyvaji homogenni soufadnice
primky p a vektor

n= (no,m,ng) 7é o

je vektorem homogennich souradnic primky p.

Pouzijeme-li homogenni soutadnice bodi v Eo, potom miizeme obecnou
rovnici primky p pfevést na tvar

T1 T2
niT + N2y +ng =M1 (z) + N2 () +mno =0,
0

tj.
noTo +N1T1 + Noxo =n-x = 0. (47)

Pro vSechny nevlastni body roviny E plati podminka zq = 0, na kterou
miZeme soucasné nahliZet jako na rovnici nevlastni piimky roviny Es,
tj.

Poo: To =0, n=(1,0,0). (4.8)

Homogennt souradnice bodi a rovin v [Es. Zcela analo-
gicky k pfistupu v roviné muzeme vzhledem ke zvolené kartézské sou-
stavé soutadnic §(O; x, y, z) definovat homogenni kartézské sourad-
nice bodu X pomoci vektoru X = (zg, x1, 2, x3) # 0 (z; € R), pfi¢emz

e pro g # 0 je bod X wlastni a ma kartézské soutadnice
X = (x’y7 Z) = (%7 %(2)’ %g);

e pro xg = 0 je bod X nevlastni.
Dva Vektory X = ($0,$1,$2,$3), y = (y07y17y27y3) popisuji tyé bod

X (piseme x = Yy), pravé kdyZz existuje ¢ € R, o # 0 takové, Ze
(z0, 21,22, 23) = 0(Y0, Y1, Y2, Y3)-
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4.3. Projektivni prostor a jeho podprostory

Pouzijeme-li homogenni soufadnice boda v E3, potom Ize obecnou rov-
nici roviny g prevést na tvar

nexo + N1x1 + N2xo + N3Tr3 = n-x= 0, n 7é 0. (49)
Dva vektory homogennich soufadnic roviny n = (no,nl,ng, 3),
m = (mg, my1, ma, m3) popisuji tutéz rovinu o (piSeme n m),

pravé kdyz existuje k € R, k # 0 takové, ze (no,nl,ngmg)
o(mo, m1, ma, m3).

Rowvnice nevlastni roviny prostoru E3, mé tvar
Teo: Zo=0, n=(1,0,0,0). (4.10)
4.3 Projektivni prostor a jeho podprostory

DEFINICE 4.3.1.

Bud V"™*! vektorovy prostor nad télesem T dimenze n + 1, n > 0.
Mnozinu P,, vSech jednorozmérngch vektorovych podprostort pro-
storu V"L tj.

P, ={(@): #c V", &+ 0}

nazyvame projektivni prostor dimenze n nad télesem T a jeho
prvky nazyvame body. Vektor & € V" *!, ¥ #£ 5, jenz generuje bod
X € P, nazyvame (vektorovym) zastupcem bodu X.

Je zfejmé, Ze kazdy bod mé nekoneéné mnoho zastupct, nebot jedno-
dimenzionalni vektorovy podprostor méa nekoneéné mnoho bézi.

Je-li T téleso, potom T"+! je vektorovy prostor dimenze n + 1. Vzhle-
dem k izomorfismu obecného vektorového prostoru V™! nad télesem
T a aritmetického vektorového prostoru T"t! miiZeme uvazovat P,
jakozto mmnozinu P, vSech t¥id x = {Ax,\ € T} uréenych zastup-
cem x € T"*1. Ztotoziiujeme X = X € P,. Uspotadanou (n + 1)-tici
x = (20, T1,..., %), ¥; € T" 1 nazfvidme aritmetickym zastupcem
bodu X a X je tzv. vektor homogennich soufadnic bodu X € P,,.

Pro nés nejvyznamnéjsimi projektivnimi prostory jsou samoziejmeé pro-
jektivni prostory P, nad télesem realnych cisel R, resp. télesem kom-
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plexnich ¢isel C (neuvedeme-li v dal$im textu jinak, mame vzdy na
mysli redlné projektivni prostory).

Projektivni podprostory. Interpretace projektivniho prostoru
P,, pomoci vektorového prostoru V™! umoziiuje s vyuzitim aparitu
linearni algebry snadno popsat zakladni objekty a operace v projektiv-
nim prostoru P,,.

Body Xo, X1,..., X € P, (k € N) nazgvdme linedrné zavislé, pravé
kdyz

hod(xg,x1,...,xx) < k+1;
v opa¢ném priipadé hovofime o linearné nezavislych bodech. Je
ziejmé, Ze v libovolné bodové podmnoziné prostoru P, existuje ma-
ximéalné n + 1 linearné nezavislych bodi; ostatni body jsou jejich line-
arnimi kombinacemi.

DEFINICE 4.3.2.

Mnozina vsech bodu projektivniho prostoru P,, které jsou linear-
nimi kombinacemi &k + 1 linedrné nezavislych boda Xo, X1,..., Xx
se nazyva k-rozmérny projektivni podprostor P, projektivniho
prostoru P, (kazdy podprostor W**! vektorového prostoru V7+!
uréuje projektivni podprostor Py, projektivniho prostoru P,).

Projektivni podprostor Py, C P, je pro

k=n—1 projektivni nadrovina;

k=2 projektivni rovina;
k=1 projektivni primka;
k=0 projektivni bod;
k=-1 prazdna mnozina.

Parametrické vyjadieni podprostoru P, C P, uréeného k+1 linedrné

nezavislymi body Xg, X1, ..., X ma tvar
k
Pp: x= Ztﬁi, t; € R, t:(to,tl,...,tk)#a. (411)
i=0

Nadrovinu prostoru P,, 1ze kromé parametrického vyjadreni (4.11) po-
psat jesté tzv. obecnou rovnici (4.12).
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4.3. Projektivni prostor a jeho podprostory

Véta 4.3.1. Nadrovina projektivniho prostoru P, je mnoZina vsech
bodii X, jejichZ souradnice vyhovuji linedrni homogenni rovnici tvaru

noxo +N1T1 + ...+ npx, =0, (4.12)
kde n = (ng,n1,...,n,) # 0. O
Diikaz: Kazdy bod X nadroviny 7 je linedrni kombinaci n linedrné nezé-
vislych bodt a3 = (a0, .-.,a1n), -+ -y @n = (Gno, - - -, Ann), & Proto
Zo RN In
aio ... QA1n
=0.
Ano  --- Qpn

Odtud jiz dostavame (rozvoj podle 1. fadku)
noxo + nix1 + ... +npxy, = 0.

Protoze body ai, ..., a, jsou linedrné nezavislé, hodnota alespon jed-
noho subdeterminantu n; stupné n — 1 se nerovna nule.

Naopak, kazdy kofen x linedrni homogenni rovnice Z?:o n;x; = 0 je
linearni kombinaci n — 1 linedrné nezavislych kofend této rovnice —
téchto n — 1 kofent jsou linedrné nezavislé body urcujici nadrovinu,
jejimz prvkem je i bod x. O

Usporadand (n+1)-tice n = (ng, ny, . . ., ny,) se nazyva vektorem homo-
gennich soufadnic nadroviny 7. Zfejmé bod X inciduje s nadrovinou
n, pravé kdyz n-x = 0.

Soustava souradnic v projektivnim prostoru. Jak vime,
v projektivnim prostoru P, existuje nejvyse n + 1 linearné nezavislych
bodi. Libovolny bod X € P, lze potom vyjadrit jako linearni kombinaci
(n+1)-tice Ey, E1,..., E, . Pfirozené vyvstiva otazka, zdali koeficienty
0,61, - -+, &, této linedrni kombinace je mozné povazovat za (n + 1)-tici
homogennich soufadnic, tj. zda tato (n+1)-tice je reprezentantem t¥idy

E:{Q(€07£17"'7£n): QER7Q7£O7 (60751%"7571) ER”}

Ukazuje se, Ze tomu tak neni a Ze t¥ida & uréend (n+1)-tici &0, &1, ..., &n
zavisi na vybéru reprezentantt bodd Ey, E1,..., E, a neni urcend jed-
noznacne.
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Jestlize napf. uvazujeme n + 1 linedrné nezévislych bodi ey =

(1,0,...,0), e; = (0,1,...,0),..., &, = (0,0,...,1), potom reprezen-
tant x = (zg, 1,...,o,) bodu X € ]P’n muZeme vyjadrlt jako linedrni
kombinaci

X =xp€y +x1€1 + ... +T€H. (4.13)
Zvolime-li vSak misto ptvodnich reprezentantd bodt Fy, Fi,..., E,

reprezentanty (Ao, 0,...,0), (0,A1,...,0),..., (0,0,...,A,) (A, # 0,
Ao # A1), potom

x= Ve + e 4. 4+
)\00 )\11 )\nn

a trojice

( I e
Loy L1y--+3Tn)s )\0 )\1 '7>\n

nepatii do téze tiidy €.

Nutnou a postacujici podminkou pro jednoznacnost t¥idy, jejiz repre-
zentantem je uspoifddand (n + 1)-tice koeficientdi linedrni kombinace
(4.13), je vybér pevnych reprezentantti bodu Ey, Ej,..., E,. Toho do-
sahneme napft. tak, ze pozadujeme, aby libovolny bod J s reprezentan-
tem j = (Jo,J1,---,Jn) (Ji # 0) mél vyjadieni

j=1l-eg+1-e1+...+1-e,. (4.14)

Zduraznéme, ze bod J tvoii s kazdymi n body z (n+1)-tice Fy, En,. ..,
E,, (n+ 1)-tici linedrné nezavislych bodd.

Za reprezentanty bodu Ey, FEi,..., E, bereme (jo,0,...,0),
(0,41,...,0),...,(0,0,...,Jn) apro vypocet koeficientl linedrni kombi-
nace (4.13) je nutné vzit reprezentanty (gjo,0,...,0), (0, 0j1,...,0),...,
(0,0,...,0n) (0 € R, p#0). V tomto smyslu jiz bude vyjadieni bodu
X jako linearni kombinace boda Fy, F1,..., E, jednoznacné.

(n+2)-tici bodt (Ey, En, ..., Ey, J) takovych, ze kazdych (n+1) z nich
je linedrné nezavislych a jejichz konkrétni reprezentanty jsou svazané
podminkou (4.14), nazyvame projektivnim repérem prostoru P,.
Body Ejy,..., E, oznacujeme jako zakladni body a bod J se nazjva
jednotkovy bod.
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4.3. Projektivni prostor a jeho podprostory

DEFINICE 4.3.3.

Zobrazeni S dané projektivnim repérem (Fy, E1,..., E,,J), které
kazdému bodu X = x € P, pfifazuje uspofddanou (n + 1)-tici
(xo,1,...,2,) vztahem

X =2x0€ +r1€1 + ...+ xe,, kdex; €R,
nazyvame projektivni soustava soufadnic. Uspotadanou

(n+ 1)-tici (zo,21,...,2,) nazyvame projektivni homogenni
soufadnice bodu X vzhledem k repéru (Ey, E1, ..., E,, J).

Méjme nyni v P, ddny dva projektivni repéry
(Eo,Er,...,En,J) a (Ey,Ey,...,E.J).

Potom vektory (e;) a (e}) tvoi{ dvé baze vektorového prostoru V"+1.
Vztah mezi obéma bazemi muZzeme maticové zachytit ve tvaru

(e).€,,....e.)  =C-(ep,er1,...,e,)", (4.15)

kde C je tzv. matice prechodu od baze (e;) k bazi (e}), jejiz fadky tvori
soufadnice vektoru e} v bazi (e;).

Vektor x € V"1 jenz je zastupcem bodu X € P, Ize vyjadfit vzhle-
dem k prvni bazi

X = (20,21, ..,Ty) - (€0, €1,...,€,)" (4.16)
a vzhledem k druhé
x = (zh, 2}, 2.) - (e}, e, ....e)". (4.17)

Dosazenim (4.15) do (4.17) dostaneme dalsi vyjadfeni vektoru x vzhle-
dem k prvni bazi

x=(zh,2},...,2.) - C-(eg,ey,...,e,)" (4.18)

Méme tedy dvé vyjadreni vektoru x vzhledem k prvni bazi. Jelikoz se
soufadnicova vyjadieni bodu X vzhledem k témuz projektivnimu repéru
mohou lisit o nenulovy nasobek, dostavame

(X0, 1, ., xn) = o(xy, ], ..., 2)) - C,
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resp.
i) Z‘O
_ T .
—oc™ | 1. (4.19)
T, x,
0 € R, o # 0. Matice oCT, jez je uréena az na nenulovy nasobek, se
nazyva matice pfechodu od prvniho projektivniho repéru k druhému.
Oznacime-li A t¥idu matic

A={oC": 0cR,0#0, },

potom miiZeme transformacni rovnice psat

x=A-X. (4.20)

Spojeni a prunik projektivnich podprostoru. Vyuzijeme
znalosti o vektorovych podprostorech a pro projektivni podprostory Py,
P, prostoru P, (k,l < n) zavadime:
e P.NP,={XeP,: X P, ANX €P;} =P, je projektivni
podprostor, ktery nazyvame prunik podprostoru Py a P;;
e P,VP, ={X €P,: X € AB, kde A € P;,B € P|} = P, je
projektivni podprostor, ktery nazyvame spojeni podprostori Py
a Pl.l

Véta 4.3.2. Pro dimenze k, I, v, s podprostoriu Py, P; projektivniho
prostoru P, a jejich pruniku P, a spojeni Py plati

k+l=r+s. 0

Diikaz: Pfejdeme k vektorovym podprostorim U, V odpovidajicim pro-
jektivnim podprostortim Py, P;. Vzhledem k tomu, ze pro vektorové
podprostory a jejich prinik a spojeni plati

dim(U) + dim(V) = dim(U N V) + dim(U v V),

a jelikoz déle plati dim(U) = k+1, dim(V) =1+ 1, dim(UNV) =r+1
adim(U V V) = s+ 1, je dokazované tvrzeni zfejmé. O

1P, V P, je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje Py, a P;. P¥islusny vektorovy
prostor V511 ziskame jakozto vektorovy podprostor generovany v prostoru V7t1
sjednocenim VA+1 y vit+l,
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4.3. Projektivni prostor a jeho podprostory

Jestlize plati P, NP, = () a P, VP, = P,,, potom se projektivni prostory
Py a P; nazyvaji komplementarni — v tomto pfipadé je k+1 =n—1.

Necht P’ je podprostor prostoru P,, jenz ziskdme jakozto prinik sys-
tému nadrovin

mit N Xx=0, i=1,...,0 (4.21)

Podprostor P’ je tedy mnozinou vSech bodit X € P,,, jejichz homogenni
soufadnice vyhovuji homogenni soustaveé

nip N1 ... Nin T 0
ngp M21 ... MN2p T 0

| . (4.22)
ey MNe1 ... Nyp Tp 0

Oznacme h (1 £ h < n) hodnost matice soustavy (4.22). Potom mno-
7ina viech vektorti x € V" *1 jez jsou feSenim soustavy (4.22) tvoii pod-
prostor W C V™! dimenze (n + 1) — h, ktery uréuje (n — h)-rozmérny
projektivni podprostor prostoru P,,.

Plati, ze kazdy podprostor P, C P, 1ze popsat zptsobem (4.21), pFicemz
potfebujeme pravé m — k linedrné nezavislych nadrovin 7;. Uvedené
vyjadieni nazyvame obecné vyjadreni podprostoru Py.

Prechod od projektivnitho prostoru k afinnimu. Uka-
zeme, ze doplnék kazdé nadroviny v n-rozmérném projektivnim pro-
storu je n-rozmérny afinni prostor.

Necht je v projektivnim prostoru IP,, s vektorovym zakladem V"1 dana
libovolna nadrovina wg popsané vektorovym prostorem W™ C V! —
bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze je popséna rovnici zg = 0. 2

Uvazujme nyni mnozinu
Uy =Pp \wo = {(z0,71,...,%,) €EPp: 20 # 0};

reprezentant kazdého bodu X mnoziny Uy 1ze tedy uvést na tvar

(1,171,...,%> =(1,%1,...,Tn)-

Zo To

2Toho lze vzdy dosdhnout vhodnou volbou soufadného systému; F1, ..., En € wo
a Fo,J € wp.
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Soufadnice bodu projektivniho prostoru P,, jsou vztaZzeny k projektivni
soustavé soutadnic (Ey, Ey,...,E,,J), a proto pro body X,Y € Uy
muizZeme psat

X = e +zxi€+ -+ Tpey,

y = e +ye1+-+7y,en.
Definujeme zobrazeni —: Uy X Uy — W™ predpisem
X,Yely » XY =Y —X = (7, —F1)e1 +-+ (§,, — Tn)en € W".

Snadno bychom dokéazali, ze trojice (Uy, W™, —) splituje axiémy afin-
niho prostoru

() (VX,Y,Zcly): XY +YZ =XZ;
(i) (VX € Up,Yue WM(BY €lUp): XY = u,

tj. (Uo, W™, —) je afinni prostor A® dimenze n se zamé&fenim W". Baze
(Eo, E1, ..., E,, J) pfitom pfejde v afinni repér (Eg, eq,...,e,).

Zdturaznéme jen, ze plati:

e je-li ddn bod X € Uy s projektivnimi homogennimi soutfadnicemi
(0, 21,...,%n), Tg # 0, potom jeho soufadnice vzhledem k odpo-

vidajicimu afinnimu repéru nabyvaji tvaru {ﬂ, R w—"} ;
Zo Zo

e je-li ddn bod X & Uy s projektivnimi homogennimi soufadnicemi
(0,21,...,2,), potom mu v afinnim prostoru (Up, W", —) odpo-
vid4 smér generovany vektorem (z1,...,x,) ze zaméfeni W™,

Projektivni rozsirent afinntho prostoru. V piedchéze-
jici ¢asti jsme ukézali, Ze vynechanim (odstranénim, vyjmutim) jediné
nadroviny wg projektivniho prostoru IP,, vznikne z tohoto prostoru afinni
prostor AY.

Jestlize afinni prostor A,, se zaméfenim W™ vlozime jako A% do pro-
jektivniho prostoru P,, potom sjednocenim A a nadroviny wg C Py,
kde wg = {(u) : u € W", u # o}, dostaneme pravé prostor P,. Tento
n-rozmérny projektivni prostor s vyznacenou pevnou nadrovinou wy
predstavuje specialni model n-rozmérného projektivniho prostoru, tzv.
(projektivné) rozsifeny afinni prostor — budeme jej oznacovat A,,.
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4.3. Projektivni prostor a jeho podprostory

Vyznacena pevnd nadrovina wg se nazyva nevlastni nadrovina a jeji
0

body, resp. podmnoziny se nazjvaji nevlastni body,? resp. nevlastni

podmnoziny. Body afinniho prostoru A,, se nazyvaji vlastni.

Jelikoz eukleidovsky prostor je specidlnim pfipadem afinniho prostoru
(metrika!) lze obdobnym zpiisobem vytvorit i (projektivné) rozsi-
reny eukleidovsky prostor E,,.

Princip duality v projektivnim prostoru P,. Je ziejmé,
7e kazdou nenulovou uspofadanou (n + 1)-tici miZeme interpretovat
budto jako bod, nebo jako nadrovinu v prostoru P,. MnoZina vSech
nadrovin projektivniho prostoru IP,, je tudiz sama projektivnim prosto-
rem, ktery nazyvame projektivnim prostorem dualnim k prostoru
P,, — znacime jej P;,. Plati:

e Body prostoru P}, jsou nadroviny prostoru P,,.

e Prostorem dualnim k prostoru P}, je prostor P,.

Uvazujme podprostor P, C Py, k jehoz obecnému vyjddient (4.21) po-
tfebujeme pravé (n— k) linedrné nezavislych nadrovin 7,. Téchto (n—k)
linedrné nezavislych nadrovin generuje (n —k — 1)-rozmérny podprostor
Py .1 CPr.

Ozna¢me J bijekci, jez podprostoru P, C P, pfifazuje podprostor
P* ., C P*. Potom plati (jak bychom snadno dokazali)

5(]P)kﬁ]Pl) :(5(Pk)\/(5(ﬂbl), 5(Pk vIP’l):d(Pk)Oé(IP’l),
P, CP < (S(Pk) D (5(1[])[)

DEFINICE 4.3.4.

Jestlize ve vété tykajici se k-rozmérného projektivniho podprostoru,
spojeni, pruniku a inkluze podprostorti projektivniho prostoru P,
nahradime uvedené pojmy za pojmy (n—k—1)-rozmérny projektivni
podprostor, prunik, spojeni a inkluzi nahradime opacnou inkluzi
podprostorii, potom obdrzime vétu, kterd se oznacuje jako dualni
véta k vété pivodni. Uvedend zdména se nazyva dualizace.

Dualizaci dualni véty ziskdvame samoziejmé vétu pivodni.

3Nevlastni body prostoru A,, tedy ztotoZiiujeme se sméry prostoru A,.
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Véta 4.3.3. (PRINCIP DUALITY)

KazZda véta geometrie prostoru P, prechdzi dualizaci v rovnéz platnou
vétu geometrie prostoru Py,

Princip duality nebyl dlouho zndm — poprvé se o ném zmiriuje aZ fran-
couzsky matematik J. V. PONCELET (1788-1867) ve svém spise Traité
des propriétés projectives des figures (1822). Velky pfinos principu du-
ality je ovSem evidentni — stac¢i dokazovat jen polovinu vsech vét pro-
jektivni geometrie, z kazdé véty totiz plyne dualizaci véta dalsi.

Zdtraznéme jesté, ze princip duality pouzivame jen v geometrii pro-
jektivniho prostoru P,, kde necinime rozdil mezi utvary vlastnimi a
nevlastnimi. V afinnim, ani v eukleidovském prostoru princip duality
nezavadime! Je sice pravda, Ze prostory A, i E,, jsou soucasti P,,, avSak
jejich dopliiky nejsou samoduding (tj. dudlni samy se sebou) — existuje
nekonec¢né mnoho nevlastnich bodt, ale jen jedna nevlastni nadrovina.

4.4 Dvojpomér a harmonicka ¢tverice

DEFINICE 4.4.1.

Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi navzédjem rizné body projektivni piimky
P; a necht plati

c = waa+pb (4.23)
d = oda + ﬂgb
Potom ¢islo
a3y
=(A,B,C,D) = 4.24
h= )= (4.24)

nazveme dvojpomér uspofadané(!) ¢tverice bodu (A, B, C, D).

Snadno bychom dokézali, Ze vySe uvedena definice nezavisi na vybéru
aritmetickych reprezentantid a, b, ¢, d bodu A4, B, C, D.

Uvazujme na projektivni pfimce P; body a = (aog,a1), b = (bo, b1),
¢ = (cp,c1), d = (dp,dy); tj. vztahy (4.23) nabyvaji tvaru

co = aaag+ Prbo
ajay + B1by

C1

60



4.4. Dvojpomér a harmonicka ¢tverice
dy = agag+ Babg
di = opay + Babi.

Dvojnasobnym pouzitim Cramerova pravidla mizeme uréit oy, [, asg,
B2 a po dosazeni do (4.24) dostavame pro dvojpomér vyjadieni

ag co || do bo
ar ¢ || di b
(A,B,C,D) = . (4.25)
co bo || a do
c1 b ay dy

Jestlize se omezime jen na vlastni body piimky A;, resp. Eq, tj. na
body o soufadnicich a = (1,a), b= (1,b), € = (1,¢), d = (1, d), potom
z vyjadfeni (4.25) bezprostfedné plyne

c—a d—a c¢c—a d—a (A,B,C)

WB.CD) =y =g = e d=b (4,B,D)’ (426)

a proto v pripadé vlastnich boda A, B, C, D lze jejich dvojpomér
zapsat jako podil dvou délicich pomért. V pfipadé nevlastniho bodu
bodu D, rozsifené eukleidovské pfimky E; potom v souladu se vztahem
(A, B, D) =1 plati

(A,B,C, D) = (A, B,C).

DEFINICE 4.4.2.

Jestlize pro ¢tyfi kolinearni body projektivniho prostoru plati
(A,B,C7D) = _15

potom uspofddanou &tvetici (A, B,C, D) nazyvime harmonicka
¢tverice; resp. rikame, ze body C, D jsou harmonicky sdruzeny
vzhledem k zékladnim bodtim A, B.

Z definice ihned plyne, Ze stied useCky AB je harmonicky sdruZen s ne-
vlastnim bodem pfimky AB.

Harmonicka c¢tvefice je casto vyuzivana v fadé konstrukci. Za zé-

kladni povazujeme konstrukci nalézt ke tfem rtznym kolinearnim bo-
dim A, B,C € p ¢vrty bod D € p tak, ze (4,B,C,D) = —1. Tuto
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tlohu miZzeme fesit napf. s vyuzitim tzv. Gplného étyfrohu. Skupina
¢ty bodt By, B, B3, B4 v roviné, z nichz zadné tii nelezi v jedné
pfimce, se nazyvéa uplny &étyfroh, body By, Bs, B3, By se nazyvaji
jeho wrcholy; Sest primek, z nichz kazda je incidentni s dvéma z téchto
vrchold, nazyvame stranams uplného ¢tyfrohu.

Algoritmus nalezeni bodu D je patrny z uvedeného obrazku. Necht jsou
dany body A, B,C € p. Zvolime libovolny bod E ¢ AB, déale zvolime
bod F € EC, F # E,(C; nasleduje konstrukce bodi A’ € BF N AFE,
B’ € AF N BE a jednozna¢né sestrojeni bodu D (body A, B, B', A’
jsou vrcholy uplného étyirohu).

Zdavodnéni konstrukce je nasledujici:
Obvyklym zpusobem a, b, ...ozna¢ime reprezentanty bodu A, B, ...,
které je vzdy mozné zvolit tak, aby platilo

a+a = e,
b+b = e

Jelikoz z vySe uvedeného plyne

a—b' = b—a’, resp.
a—-b = b -4,

1ze vzhledem ke skuteénosti AB'NA'B = {F}, ABNA'B’ = {D} volit
reprezentanty bodt F, D ve tvaru



4.5. Projektivni zobrazeni a projektivni transformace

Po tpravé vztahu f = a — b’ dostaneme b’ = a — f, a proto
e=b+b =a+b-f tj

at+b=e+f

Vzhledem ke vztahu AB N EF = {C} volime reprezentant bodu C' ve
tvaru

c=a+h.
Dosazenim do (4.24) dostavame (A, B,C, D) = —1.

Zéavérem zdiraznéme, ze prechodem k dualnimu prostoru P} se pojem
dvojpoméru uspoiadané ¢tvefice bodl na pfimce prenasi na uspotfada-
nou c¢tverici nadrovin, které maji spoleény podprostor dimenze n — 2
(podprostor dudlni k pfimce mé dimenzi n — 1 — 1 = n — 2). MnoZina
vsech nadrovin se spole¢nymn prinikem dimenze n—2 se nazyva svazek
nadrovin a plati, Ze jsou-li n, m dvé rtzné nadroviny prostoru P, po-
tom libovolnou nadrovinu ¢ svazku generovaného nadrovinami n, m lze
popsat rovnici ¢ = ton+t1m, kde (to, t1) # (0,0), tj. vSechny nadroviny
svazku tvoii jednorozmérny projektivni podprostor v P;,. Dvojpomeér
¢tverice nadrovin ve svazku se definuje i pocita obdobné jako dvoj-
pomér ¢tyf bodl na pfimce — definice 4.4.1 a vzorec (4.25).

4.5 Projektivni zobrazeni a projektivni
transformace

DEFINICE 4.5.1.

Necht ¢ je linedrni zobrazeni operujici mezi vektorovymi prostory
!
Vn+1 a Vm+1
!
o: Vo1 — V.

Budte P, = {(x) : x€ Vyq1,x#o}aP, ={(x): xeV, ,,,x#o}
dva projektivni prostory. Zobrazeni f : P, — P, se nazyva pro-
jektivni nebo také kolinearni zobrazeni, jestlize pro kazdy bod
X =x € P, a pro kazdého vektorového zistupce x € V,,, 1 bodu X
plati
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Mohli bychom dokazat (vyplyva z vlastnosti linedrniho operatoru ¢),
ze pro kazdé tii rtizné kolinearni body X,Y,Z € P, a jejich obrazy
X"\Y',Z' e P/ plati:

(K-1) X',Y’, Z' budto splynou, anebo jde rovnéz o tfi riizné kolinearni
body.

Touto vlastnosti také byva nékdy projektivni zobrazeni definovano.

Je-1i  izomorfismus, potom je kolinearni zobrazeni f bijekce. Takovéto
zobrazeni nazyvame regularni projektivni, resp. kolinearni zobra-
zeni nebo zkracené projektivita, resp. kolineace. Projektivni zobra-
zeni, ktera nejsou regularni, nazyvame singularni.

Analytické vyjadrent projektivnich zobrazeni. Necht
Vg1 a V1 jsou vektorové zéklady projektivnich prostort P, a IP),.
Potom projektivni zobrazeni

f:P,—P, X fX)=X'

je indukovéno linedrnim zobrazenim ¢ : V,, 41 — V, ;. Ke kazdému
bodu X € P, sestrojime jeho kolinedrni obraz f(X) € P/ tak, Ze
k libovolnému zastupci bodu x najdeme v zobrazeni ¢ odpovidajici
vektor X" = ¢(x), ktery je pak zdstupcem hledaného bodu X' = f(X).

Projektivni zobrazeni f je tudiz mozné analyticky popsat pomoci
vztahu mezi soufadnicemi vektorovych zdstupct x a x’ (jejichz sou-
fadnice jsou vztazeny ke zvolenym bazim v prostorech V1 a V), ).
Plati tedy

f(X) = AX, kde A= A(m+1’n+1) (427)
neboli po rozepsani
/
(EO apo aol an2 e aon Zo
/
1’1 aio a1 ai2 P A1n T1
!
) = G20 Q21 G2 ... Q2p . T2
!
Loy aAmo aml1 am2 ... Qmn T

Jestlize misto reprezentanta x bodu X vezmeme reprezentant ox
(0 #0), potom (4.27) nabude tvaru

x' = pAx. (4.28)
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4.5. Projektivni zobrazeni a projektivni transformace

Bod X’ pfifazeny kolineaci bodu X zlstava stejny — nanejvys se zméni
jeho reprezentant x’. To znamend, Z%e tfidou matic

A={oA: 0ER0#0, A=A 1041}

je uréeno jedin€ kolinearni zobrazeni prostoru P, do prostoru P/ . Pfed-
pis (4.27) tak presnéji zapisujeme

fX) =A%, kde A=A(u 1,41 (4.29)

Protoze v zobrazeni ¢ odpovidd vektorovému podprostoru prostoru
V41 vektorovy podprostor prostoru V., , ;, odpovida v kolinearnim zob-
razeni f projektivnimu podprostoru P, prostoru P,, projektivni podpro-
stor P, prostoru P/ :

fiP.— f(P)={Y eP,: Y =f(X), kde X e P} =P,.

O dilezitém invariantu kolinearnich zobrazeni hovori nasledujici véta:
Véta 4.5.1. Necht je ddno projektivni zobrazeni f : P, — P, . Potom
pro Gtyii rizné kolinedrni body X, Y, Z, U a jejich obrazy f(X) = X/,
fY) =Y, f(2) = Z, f(U) = U plati budto (X,Y,Z,U) =
(XY, Z',U"), anebo X' =Y a dvojpomeér (X', Y', Z' U") nent defi-
novdn. g
Dikaz: Zabyvejme se pouze pripadem, kdy obrazy nesplynou. Projek-
tivni zobrazeni f je zprostfedkovano linearnim zobrazenim ¢, ktery rov-
nosti (4.23) v definici dvojpoméru 4.4.1 pievede na tvar

fe) = aif(a)+pBif(b)
f(d) = axf(a) + B2f(b).

Odtud vzhledem (4.24) jiz ihned plyne dokazované tvrzeni. O

Regularnt projektivni zobrazeni. Regularni projektivni zob-
razeni (projektivita, kolineace) je popséno ¢tvercovou reguldrni matici
K(,L+17n+1). V tomto pripadé ma také smysl hovofit o inverzni kolineaci
F~1, ktera je popsana rovnici:

-1

flix=A %' (4.30)
S vyuzitim vztahu N
..
det (A)
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kde ;&adj je matice adjungovand k matici ;&, a vzhledem k pouziti ho-
mogennich soufadnic 1ze (4.30) pfepsat na tvar

Fl X = A X (4.31)
Z regularity projektivniho zobrazeni f (resp. z vlastnosti izomorfismu
) navic plyne:

Véta 4.5.2. Necht f : P, — P/ je kolineace. Potom plati

(i) Obrazem kaZdé mnoZiny linedrné nezdvisljch bodi prostoru P, je
opét mnoZina linedrné nezdvislych bodi prostoru P/,

(i) Pro Py C P, je f(Px) =P}, C P, tj. neméni se dimenze podpro-
stort (specidlné: obrazem primky je piimka a obrazem nadroviny
je nadrovina).

(#1) Zachovdvd se spojeni \/, prinik (| a inkluze C podprostori. O

Uvazujme nadrovinu 7 o rovnici

n

T~

n x= E n;xr; = 0.
=0

Bod X zobrazime v kolineaci f a s vyuZzitim vztahu (4.31) miizeme psét
~T /%  ~ T ~ ~T (T~
n’ n - (Aadj X l) = (n Aadj)x’ = (Aadjn) X/ =0

Odtud obdrzime pro vektor homogennich soufadnic nadroviny 7 a jejiho
obrazu 7’

~ ~T _
fon'=A4n, (4.32)
~T ~
kde A,,; je matice algebraickych dopliki prvki matice A. Vzhledem

ke vztahu AT - Aade = det (A) - E a s ohledem na pouziti homogennich

souradnic dale dostavame

~T

ff:a=A n' (4.33)
Snadno nahlédneme, Ze rovnéz plati
~T, _
fia'=(A)"a (4.34)

66



4.5. Projektivni zobrazeni a projektivni transformace

Zdtraznéme jeden dulezity fakt: linearni izomorfismus ¢ : V41 —
V41 je jednoznacné urcen, popiSeme-li jeho fungovéni na n + 1 vek-
torech baze prostoru V,,;;. Bazové vektory vSak nejsou geometrickymi
objekty v projektivnim prostoru — kazdy vektor baze udava jediny
projektivni bod, naopak to vSak neplati. O urcenosti kolineace hovori
nasledujici véta.

Véta 4.5.3. Kolineace f : P, — P je jednoznaéné uréena zaddnim
n + 2 dvojic navzdjem si odpovidajicich bodi, pricemz z danych n + 2
bodi i zn+2 odpovidajicich bodi Zadngch n+1 nelezi v téze nadroviné
(tj. tvori mnoZinu linedrné nezavislych bodi,). O

Diikaz a soucasné navod pro urceni analytického vyjadfeni kolineace je
nasledujici: Uvazujme pary odpovidajich si bodi dle predpokladt véty

P,— Pl =f(P), i=0,...,n+1

7

Potom vektory p, (i = 0,...,n), resp. p; (i =0,...,n) tvoii bazi vek-
torového prostoru V41, resp. V,;, ., a proto miizeme psét

n

Prt1 = Z)‘ipiv resp. P,y = Z)‘;P;
=0 i=0

Vsechny koeficienty A; (a A,) jsou nenulové, protoze jinak by n + 1
vektort p, (popf. p}) bylo linedrné zavislych.

Polozme q; = \ip; a q;, = M\p, — jednd se o jiné reprezentanty
tychz bodl P; a P/. Linedrni zobrazeni ¢, jenz zobrazuje q; — q;
(i=0,...,n), indukuje projektivni zobrazeni f, jez zobrazuje P, — P/

(i=0,...,n). OvSem vzhledem k tomu, Ze plati

oPni1) =0(@+a,+...4+9q,) =do+9) +...+ 4, =pri1,

f rovnéz zobrazuje P11 +— P; . 0

Projektivni transformace. Vzijemné jednoznacné projektivni
zobrazeni projektivniho prostoru P, na sebe (f : P,, — P,) se nazyva
projektivni transformace, resp. autokolineace prostoru P, a mé
analytické vyjadfeni _

f(x) = Ax, (4.35)

kde A je étvercova reguldrni matice (n + 1) x (n + 1).
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Snadno bychom dokézali vétu:

Véta 4.5.4. MnozZina vsSech autokolineaci prostoru P, tvori wvzhle-
dem k operaci skladdni tzv. projektivni grupu, kterou budeme znacit
PGL(P,). O

Plati, Zze projektivni grupa PGL [Pn('ﬂ‘)} projektivniho prostoru nad
télesem T je izomorfni's faktorgrupou GL(n+1,T)/ZGL(n+1,T), kde
GL(n + 1,T) je multiplikativni grupa vSech reguldrnich matic stupné
n+1 nad télesem T a ZGL(n+1,T) je multiplikativni podgrupa vSech
matic typu gE, kde o € T, o0 # 0 a E je jednotkova matice stupné n+1.%

Pro soufadnice samodruzného bodu y projektivni transformace pro-
storu P, plati

V=AY & (A—gE)y=o, 0#0,

tj. bod y je samodruZny, pravé kdyz vektor y je vlastnim vektorem ma-
tice A prislusnym k vlastnimu cislu o.

Obdobné mtzeme uvazovat i samodruZnou nadrovinu n projektivni
transformace prostoru P, pro niz s vyuzitim vztahu (4.33) musi platit
~  ~T_
n=An

a proto tentokrat hledame vlastni vektor matice AT

Pfi hledani samodruznych bodii a nadrovin kolineace f (tj. pfi hledéni
vlastnich vektorti matice A a AT pracujeme s determinanty |A — gE| a
|AT — oE|, jez se samoziejmé jakoZto determinanty navzajem transpo-
novanych matic sobé rovnaji. Determinant |A — gE| nazyvame charak-
teristicky determinant kolineace, rovnice

|A—gE| =0 (4.36)
se nazyvéa charakteristicka rovnice kolineace a jeji kofeny oznacu-

jeme jako charakteristické hodnoty kolineace.

Uvazujme nyni rozsiFeny afinni prostor A,,. Omezime-li se jen na vlastni
body, potom je mozné provést odhomogenizovdni vyjadieni (4.27) —

4Pravé ke véem prvkam grupy ZGL(n + 1,T) je pfifazena identickd kolineace
prostoru Py (T).
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4.5. Projektivni zobrazeni a projektivni transformace

prvni az n-tou rovnici vydélime nultou rovnici a na pravych stranach
takto ziskanych rovnic délime citatele a jmenovatele vyrazem xg; po-
moci vztahi T; = x; /xg tak pfechazime od rovnic

’

Ty = QpoTo + Ap1T1 + ...+ GonTy
l

Ty = 109 +a11T1 + ...+ A1pnTn
’

T, = ApoTo+ Ap1T1+ ...+ AppTs

k rovnicim

ajp + a1171 + ... + a1,Ty
aoo + @011 + ... + aonTn

(4.37)
ano + Gn1T1 + ... + ApnTp
apo + amfl + ...+ a(mfn

Afinni kolineace projektivniho prostoru. Podivejme se
nyni na jeden specialni typ projektivity, a to na kolineaci f v rozsite-
ném afinnim prostoru A,,, p¥i niz je nevlastni nadrovina 7., samodruzna
(obdobné bychom mohli hovofit i o obecn&jsi kolineaci f : A, — A/
mezi dvéma ruznymi prostory, ktera zobrazuje nevlastni nadrovinu pro-
storu A,, na nevlastni nadrovinu prostoru A/, ). Kolineace tohoto typu
se nazyva afinni kolineace (transformace) projektivniho prostoru
vzhledem k nadroviné ...

Pro tuto kolineaci tedy plati podminka
fi2=0 — z5=0,

tj. afinni kolineace mé ziejmé analytické vyjadieni

f(’i) = Ei, kde aply = ap2 = ... = Qop = 0.
Jestlize volime agg = 1 a oznacéime-li by = aqg, ..., by, = ang, potom lze
predchazejici vyjadieni prepsat na tvar
- 1 of -
X) = X. 4.38
0=y a2 ) (4.38)
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ZtZeni afinni transformace projektivniho prostoru P, = A,, na afinni
prostor A,, C P, je afinni transformace afinniho prostoru A,,, jeZ mé
analytické vyjadreni

n
. [ 5
firx= E ai;T; + by, 1=1,...,n
Jj=1

Soucasné vidime, Ze kazdou afinitu lze popsat nejen pomoci matic A, ,,)
a by, 1), ale rovnéz pomoci matice jediné typu (n + 1) x (n +1).

4.6 Stredova kolineace

DEFINICE 4.6.1.

Projektivni transformace projektivniho prostoru P, rtzné od iden-
tity se nazyva stFfedova kolineace (resp. osova kolineace, resp.
perspektivni kolineace), jsou-li samodruzné vSechny body pevné
zvolené nadroviny n = P),_; C P, (tzv. osy kolineace) a rovnéz
v8echny nadroviny prochézejici pevné zvolenym bodem S € P, (tzv.
stfedem kolineace).

Jestlize stfed inciduje s osou, potom hovofime o tzv. elaci, v opac-
ném pripadé se perspektivni kolineace nazyvid homologie.

Véta 4.6.1. Stredovd kolineace v prostoru Py, je urcena stredem S, osou
o a jednim pdrem odpovidajicich si rizniych bodi A a A’, pro néZ plati

AA oA A #+S5aSeAA. O

Situace v roviné P je zachycena na nasledujicich obrazcich:

Obr. 4.6.8 P Obr. 4.6.9
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4.6. Stredova kolineace

Pro jednoduché analytické vyjadieni stfedové kolineace f zvolime pro-
jektivni soustavu soufadnic tak, ze osovd nadrovina je popsana rovnici
z9g = 0 —za body FEi,..., E, zvolime libovolné rtizné body osy koline-
ace. Necht vSechny body osy kolineace, tj. i body FE1, ..., E, odpovidaji
n-nasobnému kofenu gy charakteristické rovnice kolineace. Potom ma
kolineace s nadrovinou samodruznych bodd xzg = 0 vyjadfeni

3’56 = apoXo
¥y = awxo + 001
. (4.39)
T, = anoTo + 00Tn
(vektor e; = (0,...,1,...,0) se zobrazuje na vektor e, =

(0,...,00,---,0), 00 #0,i=1,...,n, z ¢ehoZ plyne pro vSechna j # i
a;; =0 apro j =1 a; = o).

Uvazujme vektor s = (ago — 00, @10, - - - , Gno) — snadno nahlédneme, Ze
plati
/
X = xgS + 00X,

tj. pro kazdy vzor X a jeho obraz X’ jsou body S, X, X’ na zdkladé
vyse uvedeného vztahu kolinearni. Samodruzny bod S je tedy stfedem
kolineace. Pro pfipad agg = 09 bod S inciduje s osou kolineace — jde o
elact; pro pripad agg # 0o jde o homologii.

Jesté poznamenejme, Ze aby byla stfedova kolineace (4.39) involuci,
musi jit o homologii. Bez (jmy na obecnosti pak mtizeme zvolit pro-
jektivni soustavu soufadnic tak, ze Fy = S neboli s = (1,0,...,0).
Matice involutorni kolineace nabyva tedy v tomto ptipadé tvaru
A = diag(1,—1,...,—1).

Zvlastnimi piipady stfedové kolineace v A,, jsou:

e zékladni (resp. osova) afinita — je-li stfed nevlastni a osa je
vlastni (jestlize navic S, nalezi ose afinity neboli smér afinity je
rovnobézny s osou, potom je zakladni afinita elaci; jinak jde o
homologii);

e posunuti — je-li stfed nevlastni a osa je nevlastni (elace);

e stejnolehlost — je-li stied vlastni a osa je nevlastni (homologie).

Poznamenejme jen, ze nazev stiedovd kolineace se ¢asto pouziva jen pro
pripad vlastniho stredu a vlastni osy.
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Stredova kolineace mezi dvéma rovinami. Stejné jako
v piipadé osové afinity v roviné, kdy lze princip této afinni transfor-
mace rozsifit na obdobnou afinitu odehravajici se mezi dvéma riuzngmi
rovinami, taktéz nyni je mozné studovat projektivitu, kterou oznacu-
jeme (stfedova) kolineace mezi dvéma rovinami (zprostifedkovana

stfedem 5).

Zminénou kolineaci f : Py — P4 je mozné zavést jako stfedové promi-
tani bodt roviny ¢ = Py do pramétny 7 = P}, pfiem? stied kolineace
S je totozny se stfedem promitani a osa kolineace o je prisecnici obou
rovin (X' €e SXNm,oNm=0a8¢&op,m).

V kolineaci mezi dvéma rovinami odpovida bodu jedné roviny bod druhé
roviny, primce odpovida primka a bodu na pfimce odpovidad bod na
piimce. Jestlize Py = P, potom je evidentné kazdy bod samodruzny a
dana kolineace identitou. Plati:

Nesamodruzné primky, které si odpovidaji v neidentické kolineaci mezi
dvéma rovinami, se protinaji na ose kolineace.

Budeme-li rozliSovat mezi vlastnimi a nevlastnimi prvky, je mozné roz-
lisit ne€kolik pribuznosti, které jsou specidlnimi piipady kolineace mezi
dvéma rovinami — stied ¢ osa kolineace totiz mohou byt jak vlastni,
tak nevlastni. Zvlastnimi pripady jsou:
e osova afinita mezi rovinami g a m — je-li stfed S nevlastni a
osa o je vlastni;

e posunuti roviny ¢ do roviny m — je-li stied S nevlastni a osa o
je nevlastni;

e stejnolehlost mezi rovinami p a m — je-li stfed S vlastni a osa
o0 je nevlastni.

Poznamenejme opét, ze nazev stredovd kolineace mezi rovinamsi se ¢asto
pouziva pouze pro pripad vlastniho stredu a vlastni osy.

Konkrétnim ptikladem stfedové kolineace s vlastnim stifedem je vztah,
ktery plati mezi dvéma riznymi rovinnymi fezy jehlanové, resp. kuzelove
plochy — osou kolineace je prisecnice obou feznych rovin a stredem
kolineace je vrchol jehlanové, resp. kuzelové plochy.

Mezi stredovou kolineact v roviné a stredovou kolineaci mezi dvéma riz-
nymi rovinami plati tzky vztah. Stfedovou kolineaci mezi dvéma rovi-
nami g : Py —2Py (s osou o4 a stiedem S,) zobrazime do roviny Py ve
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stfedovém promiténi II se sttedem O (O # S,, O € P3,>P3). Geomet-
rickd piibuznost f mezi body roviny Py (f : X — X', kde X = II(X7),
X' =1I(X3) a Xa = g(X1)), ktera vznikla pramétem stfedové kolineace
g, je stfedova kolineace v roviné€ s osou oy a stfedem Sy, pfi¢emz
of = H(Og), Sf = H(Sg)
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Kapitola 5

Kvadriky

5.1 Projektivni vlastnosti kvadrik

Uvazujme symetrickou bilinearni formu

(x,y) — f(x,y) =x"-C-y, (5.1)

jez je v jisté bazi urcena redlnou nenulovou symetrickou matici

Coo Co1 --- Con

€1 €11 --- Cin
C=

Con Cin --- Cnn

Dale uvazujme korespondujici kvadratickou formu

x— F(x)=x"-C-x= Z CijTiTy, (5.2)
i,j=0

pro kterou plati F'(x) = f(x,x).

DEFINICE 5.1.1.

Mnozinu Q viech bodit X € PS¢, pro néz plati F(x) = 0, kde F(x)
je kvadratickd forma (5.2), nazyvame kvadrika; v pfipadé n = 2 se
kvadrika nazyva kuZelosecka.
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5.1. Projektivni vlastnosti kvadrik

Jelikoz plati F(ox) = 0?F(x), je zfejmé, ze pokud je F(x) = 0 pro jisty
nenulovy vektor x, potom je F'(ox) = 0 i pro kazdy nenulovy nésobek
vektoru x — rovnice F(x) = 0 tedy opravdu ur¢uje mnozinu bodd X
projektivniho prostoru.

Matici C budeme nazyvat matici kvadriky Q a jeji determinant
D = det(C) diskriminant kvadriky. Hodnost matice C je tzv. hod-
nost kvadriky.

Véta 5.1.1. Hodnost kvadriky nezdvisi na volbé projektivni soustavy
soutadnic. O

Diikaz: Jsou-li piivodni soufadnice x a nové souradnice x’ svazany vzta-
hem x = Ax’, kde A je regularni matice, potom pro kvadriku Q miZeme
pséat

0: xT.C.x=(Ax)".C. (Ax)=x". (ATCA) X =0. (5.3)

Vzhledem k regularité matice A plati hod(C) = hod(ATCA). O
Je-li matice C reguldrni (< D # 0), nazveme kvadriku Q regularni
kvadrika, v opacéném ptipadé (<& D = 0) hovofime o singuldrni
kvadrice.

Déle snadno nahlédneme, Ze dvé redlné nenulové kvadratické formy F
a G urcuji tutéz kvadriku, pravé kdyz existuje k € R, k ## 0 takové, ze
G = k- F. To znamen4, Ze rovnice kuzelosecky F(x) = 0 je ddna aZ
na nenulovy nasobek. Podivame-li se na maticové vyjadieni podrobnéji,
potom jednu kvadriku popisuje celd t¥ida matic

C= {k-C: keRk#0, C= Cyp1n41) je symetricka},
a proto bychom maticové vyjadieni méli presnéji zapisovat
FX) =% -C-x=0. (5.4)
Zdiraznéme jesté, ze zatimco vSechny koeficienty c;; jsou redlné, sou-
fadnice bodti X jsou komplexni, nebotf se pohybujeme v komplexnim
roz§ifeni projektivniho prostoru. Je-li Q NP, =  (tj. kvadrika neob-

sahuje Zadny realny bod), potom kvadriku Q C P¢ nazyvame imagi-
narni (popf. formalné realna).

75



KMA /G2 Geometrie 2

Polarni vlastnosti kvadrik.

DEFINICE 5.1.2.

Body A, B € P¢ jsou polarné konjugované (resp. polarné sdru-
zené) vzhledem ke kvadrice Q, jestliZe plati

f(a,b)=aT-C-b=0.

Plati, ze je-li bod A konjugovany se dvéma raznymi body B, C, potom
je konjugovany i s kazdym bodem X pfimky BC' — vyjadiime-li piimku
parametricky, tj. X = ab + (¢, potom je zfejmé

T T T T
) x=a-TC-(ab - .C-b .C.-c=0.
a-'C-x=a-'C-(ab+fc)=ca'-C-b+pa"-C-c=0
=0 =0
Obdobné, je-li bod A polarné konjugovan s kazdym z k + 1 linearné
nezavislych boda Py, Py, ..., Py, potom je polarné konjugovan s kaz-
dym bodem projektivniho podprostoru Py, jenz je body Py, Py,..., Pk
generovan.

DEFINICE 5.1.3.

Bod Y nazveme singularnim bodem kvadriky Q, je-li polarné
sdruzen se véemi body prostoru PC. Body kvadriky, které nejsou
singulérni, nazyvame regularni.

Jelikoz singularni bod Y je konjugovan se vSemi body prostoru PC
véetné sebe sama (tj. plati yT - C-y = 0), je ziejmé Y € Q.

Z podminky VX € P: f(x,y) = xT - C-y = 0 dostaneme homogenni
soustavu rovnic C -y = o, tj.

cooYo +coryr + ... +Fconyn = 0 (5.5)

ConYo + Cin¥Y1 + .- + CpnYn = 0
kterou museji soutfadnice singuldrniho bodu Y splhovat. Zdtraznéme,

7e pritazeni y — C-y, kde Y je singulérni bod kvadriky, neni zobrazenim
bodu na nadrovinu (srovnej déle se situaci u regularnich boda)!
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5.1. Projektivni vlastnosti kvadrik

Diskutujeme-li pocet FeSeni soustavy (5.5), pak snadno nahlédneme,
ze requldrni kvadrika nemd singuldrni body a singuldrni kvadrika hod-
nosti A (h = 1,2,...,n) mé redlny podprostor singuldrnich bodi di-
menze 1 — h.

Véta 5.1.2. Bud P singuldrni bod kvadriky Q. Ddle necht Q € Q,
Q # P. Potom PQ C Q. g

Dikaz: PHimka p =+ PQ m4 parametrické vyjadieni X = ap + 3q,
(o, B) # (0,0). Potom pro libovolny bod X € p miizeme psat

x"Cx = (ap+p3q)"-C-(ap+Bq) = a® p" Cp+208p Cq+5”q" Cq = 0.
S—~— ~—~— ~—~—
=0 =0 =0
Pro libovolné «, 8 je tedy X € Q, tj. p C Q. a

DEFINICE 5.1.4.

Necht P neni singuldrnim bodem kvadriky Q. Nadrovinu vSech bodi
konjugovanych s bodem P vzhledem ke kvadrice @ nazyvame po-
larni nadrovina bodu P vzhledem ke kvadrice Q. Bod P nazyvame
pol piislusné polarni nadroviny vzhledem ke kvadrice Q.

Je zifejmé, ze polarni nadrovina bodu P vzhledem ke kvadrice Q mé
vyjadieni

Coo Co1 e Con ZTo
€1 €11 ... Cin T
T _ _
P 'C'Xf(p(]apla"'vpn)' . . . . ’ . 707
Con Cin ... Cnn Ln

(5.6)
resp. po upraveé

(coopo+cor1p1+- ..+ conpn)xo+. ..+ (ConPo+C1np1+. . .+ CanPn)Tn = 0.
(5.7)

Véta 5.1.3. (O VZAJEMNOSTI POLU A POLARNI NADROVINY) Necht Q
je kvadrika a P, Q jsou dva nesinguldrni body. LeZi-li bod Q) v poldrni
nadroviné bodu P, potom bod P leZi v polarni nadroviné bodu Q. [

Diikaz: Rovnice polarni nadroviny 7p bodu P je pT - C-x = 0, a tedy
Qenp < p'-C-q=0. Ze symetrie matice C plyne qT - C-p = 0, coz
znadi, ze bod P lezi v polarni nadroviné bodu Q. 0
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Véta 5.1.4. Necht Q je kvadrika a 7 je redind nadrovina v PS. Potom
bud m C Q, anebo QN = Qq je kvadrika v 7. O

Dikaz: Bez 1jmy na obecnosti miizeme zvolit projektivni soustavu sou-
fadnic tak, ze 7 : x,, = 0. Soufadnice bodu priuniku QN potom spliuji

rovnici
n—1

Z CijTiTj = 0, Ty = 0.

i,j=0
Jestlize Vi, j plati ¢;; = 0, potom zfejmé m C Q. Jestlize 3c;; # 0, potom
kvadraticka rovnice Z?j;lo cijx;x; = 0 popisuje kvadriku hodnosti < n
v nadroviné 7. (]

Véta 5.1.5. Necht Q je kvadrika. Bud P bod nendleZejici této kvad-
rice a ™ prislusnd poldrni nadrovina. Potom kvadrika Q je samodruznd
vzhledem k involutorni perspektivni kolineaci se stredem P a osou w. [J

Diikaz: Bez ijmy na obecnosti mtizeme zvolit projektivni soustavu sou-
fadnic tak, ze p = (1,0,0,...,0) a7 : 2o = 0. Jelikoz 7 je polarni nadro-
vina bodu P, potom soufadnice 7 lze uréit ze vztahu C - (1,0,...,0)T.
Odtud plyne (cgo, co1, - - -, Con) = A(1,0,...,0).

Involutorni perspektivni kolineace f se stfedem P a osou 7 je dana
matici A = diag(1,—1,...,-1).

Nyni jiz snadno nahlédneme, ze Q je vici f invariantni, nebot X € Q
(tj. xT - C-x = 0) implikuje X’ = f(X) € Q. Pro x' = Ax, kde A a C
jsou matice vyse uvedeného tvaru, totiz plati

xXT.C-xX =(Ax)T-C- (Ax) =xT - (ATCA) - x=xT.C-x. O
Tecna a teéna nadrovina kvadriky. Nasledujici definice je

motivovana zavedenim tecény jako primky, ktera je limitnim pfipadem
seCny PQ s body P,Q € Q, jenz se k sobé neomezené blizi.

DEFINICE 5.1.5.

Necht Q je kvadrika a t je pfimka, kterd neni pfimkou singularnich
bodi kvadriky Q. Rikdme, Ze t je teé¢nou kvadriky Q, jestlize bud
t C Q, anebo t N Q je dvojnasobny regularni bod kvadriky Q, ktery
nazyvame bod dotyku.

Zduraznéme jen, Ze teCny definujeme pro kvadriky hodnosti vétsi nez
jedna.
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Véta 5.1.6. Necht Q je kvadrika a T jeji requldrni bod. Potom viechny
tecny kvadriky Q s bodem dotyku T lezi v poldrni nadroviné bodu T'. Na-
opak, vSechny primky prochdzejici bodem T a leZici v poldrni nadroviné
bodu T jsou tecnami kvadriky Q s bodem dotyku T . O

Diikaz: Necht t je libovoln4 teéna kvadriky Q s bodem dotyku T'. Jelikoz
T € Q, potom je t™-C-t = 0. Déle necht R € t, R # T je libovolny bod.
Pitmka ¢ mé& potom parametrické vyjadieni X = at+ G, (o, 3) # (0,0).
Bod X je prusecikem t N Q, pravé kdyz

xTCx = (at + )T - C- (at + Br) = *tTCt 4 2a6t*Cr 4 g2r'Cr =0,

tj. tpraveé

208(t"Cr) + 52 (r"Cr) = 0. (5.8)

Z definice 5.1.5 plyne, Ze rovnice (5.8) je budto splnéna identicky
(t C Q), anebo je T dvojnasobny prusecik. V prvnim piipadé musi byt
t"Cr = rTCr = 0; v druhém piipadé pak t"Cr = 0 # rTCr. V obou
ptipadech je tTCr = 0, coz znaéi, Ze body T a R jsou polarné sdruzeny.
Bod R a tedy i celd pfimka «<»T R nélezi polarni nadroviné mp bodu T'.

Naopak nechf ¢ =—TR je pfimka lezici v poldrni nadroviné w1 bodu
T vzhledem ke kvadrice Q. Protoze R € 77, je t'Cr = 0. Rovnice pro
hledani spoleénych bodt ¢t N Q se v tomto pripadé zjednodusi na tvar

p*(rfcr) =o0. (5.9)

Pro rTCr = 0 je vyse uvedend rovnice splnéna identicky, tj. t C Q.

Pro rTCr # 0 méa rovnice dvojnasobny koten 3 = 0, a tedy T je dvoj-
nasobny prusecik primky ¢ a kvadriky Q. V obou pfipadech je podle
definice 5.1.5 pfimka ¢ te¢nou kvadriky s bodem dotyku T O

Vyse uvedena véta nas opraviuje vyslovit definici te¢né nadroviny kvad-
riky nasledujicim zptsobem:

DEFINICE 5.1.6.

Necht Q je kvadrika a T je jeji reguldrni bod. Polarni nadrovinu
7 bodu T vzhledem ke kvadrice Q nazyvame teénou nadrovinou
kvadriky @ a bod T nazyvame bod dotyku nadroviny 7 a kvad-
riky Q.
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Vyjadfeni tecné nadroviny v bodé T € Q koresponduje samoziejmé
s vyjadfenim (5.6), popf. (5.7). Pro hledani te¢né nadroviny z bodu
P ¢ Q lze pouzit nasledujici vétu.

Véta 5.1.7. Tecné nadroviny vedené ke kvadrice Q z bodu P & Q se ji
dotykaji v bodech, v nichZ kvadriku Q protind poldrni nadrovina bodu
P vzhledem ke kvadrice Q. O

Diikaz: Tato véta je pfimym dusledkem véty 5.1.3. O

Spojnice bodu P ¢ Q s dotykovym bodem nékteré tecné roviny vedené
timto bodem ke kvadrice Q je tecna kvadriky prochazejici bodem P.
Vsechny dotykové body nélezeji podle predchazejici véty prianiku kvad-
riky @ a polarni nadroviny mp bodu P ¢ Q — a to je podle véty 5.1.4
kvadrika Qg v roviné wp. Je-li kvadrika Qg regularni, potom vSechny
teCny vedené z bodu P ke kvadrice Q vytvareji tzv. teCnou kuZelo-
vou plochu — bod P se nazyva vrchol a kvadrika Qg se nazyva tvorici
kvadrika kuzelové plochy.

5.2 Projektivni klasifikace kvadrik

Projektivni transformace a kvadrika. Jestlize na kvadriku
Q : xT.C-x = 0 aplikujeme projektivni transformaci x — y = Ax,
potom pro obraz Q' dostaneme

o yT. (A’T-C-A’l) Ly =0, (5.10)
coz je vzhledem k regularité matice A opét kvadrika, a to téZe hodnosti
jako kvadrika Q.
Jedna se o obdobny vysledek, k némuz jsme dospéli v pfipadé zmény
projektivni soustavy souradnic.

Polarni simplex. Ukazeme, 7e vidy existuje vhodna projektivni
soustava soutfadnic, v niz m4 kvadrika rovnici bez smisenych kvadratic-
kjch clend.

DEFINICE 5.2.1.

Necht Q € ]P’g je kvadrika a Py, Py, ..., Py, jsou projektivné nezavislé
body takové, Zze pro kazdé i,j € {0,...,n} (i # j) jsou body P;
a P; polarné sdruzené. (n+1)-tice Py, P1,..., P, se potom nazjva
polarni simplex kvadriky Q. Jestlize n = 2, potom polarni simplex
nazyvame polarni trojihelnik kuzelosecky.
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Jsou-li Py, P, ..., P, nesingularni body kvadriky Q, potom pro kazdé
i € {0,...,n} nalezeji vSechny body P; (j # i) polarni nadroviné bodu
P; (polarni nadrovina bodu P; je tedy body P; jednoznac¢né urcena).

Necht je dana projektivni soustava soutadnic (Fy, ..., E,;J) takova,
ze (n+ 1)-tice Ey, F1, ..., F, pfedstavuje polarni simplex kvadriky O.
Je-li C matice kuzelosecky Q, jez je vztazena k uvedenému souradnému
systému, potom plati

OZE;F~C~ej:Cij, 275]
Odtud plyne, ze matice C je diagonélni a kvadrika O je popsana rovnici
Co0Ze + ...+ cpna? =0, ey #0. (5.11)

Naopak, nabyva-li rovnice kvadriky tvaru (5.11), potom jsou zdkladni
body projektivni soustavy souradnic polarnim simplexem kvadriky Q.

Véta 5.2.1. Ke kaZdé kvadrice lze nalézt polarni simplex. O

Diikaz: Kazdou symetrickou matici C 1ze transformovat na diagonalni
matici pomoci vhodné posloupnosti fadkovych operaci, jez jsou nasle-
dovany analogickymi sloupcovymi operacemi. Tyto fadkové a sloupcové
operace maji na matici C stejny efekt jako vyndsobeni matice C vhod-
nou matici B zprava a odpovidajici matici BT zleva. Rovnice (5.10) uka-
zuje, ze timto zpusobem ziskdvame transformaci projektivni soustavy
soufadnic ve tvaru x = Bx’ takovou, Ze vii¢i nové soufadné soustavé je
kvadrika popséna diagonalni matici BTCB. O

Je z¥ejmé, Ze rovnici (5.11) miizeme jesté dale zjednodusit
Véta 5.2.2. Ke kazdé kvadrice existuje takovd projektivni soustava sou-
radnic, Ze kvadrika je popsdna rovnici

c0Tg 4+ ...+ enx2 =0, & €{0,£1} A Fg; £0. (5.12)
Diikaz: Vyjdeme z rovnice (5.11) a za predpokladu ¢;; # 0 pouZijeme
transformaci soufadnic x; = x}/+/|ci;|. O
Rovnice (5.12) se nazyva normalni rovnice kvadriky.

Predpokladejme, Ze vSechna ¢; # 0 maji stejné znaménko — potom je
kvadrika imaginarni. Ozna¢me p pocet kladnych znamének a g pocet
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zapornych znamének (p + ¢ < n + 1). Vzdy miizeme zajistit (vhodné
uspofadani, pfipadné vyndsobeni —1), ze kladné ¢leny piedchazeji zé-
pornym a navic je ¢ < p. Rovnici (5.12) je tedy mozné uvést na tvar

ag+. A —ar— . —ah,, =0, ¢<p ptqgSn+1 (513)

Podprostor maximalni dimenze, ktery je soucasti kvadriky, nazyvame
tvorici podprostor kvadriky. O problematice realnych tvoficich pod-
prostord hovoii nasledujici véta.

Véta 5.2.3. Necht Q je kvadrika popsand rovnict (5.13). Potom
(i) p—1 je nejuétsi cislo takové, Ze existuje redlny (p — 1)-rozmérny
podprostor F, ktery nemd s Q Zddny redlny bod.
(i) n —p je nejuétsi cislo takové, Ze existuje redlny (n — p)-rozmérny
podprostor G, ktery je casti Q. O

Diikaz: Nejprve dokadzeme existenci podprostori s vyse uvedenymi
vlastnostmi.

(i) Uvazujme redlny podprostor F popsany obecnymi rovnicemi
zp=0,...,2, =0, jehoz dimenze je dim(F) = p — 1. Vzhledem
k tomu, e QNF : af+...4+22 1 =0, 2, =0,...,2, =0
neobsahuje ziejmé zadny realny bod, dokézali jsme existenci hle-
daného podprostoru.

(ii) Rovnici (5.13) mizeme pfepsat na tvar (zo — zp)(xo +xp) + ...+
(g1 —Tprq-1)(Tg—1+Tpirq—1) + a2+ ...+ 22, = 0. Pro redlny
podprostor G, ktery je urcen rovnicemi
TO—Tp=+""=Tge1— Tpyq—1 =0, Tg=--=wp_1=0
a jehoz dimenze je dim(G) = n — p, zfejmé plati G C Q.

Maximéalnost dimenzi:
(i) Necht F’ je redlny podprostor takovy, ze dim(F’) 2 p. Ze vztahu
dim(F' N G) + dim(F' v G) = dim(F’) + dim(G)
—_——

—_—r  ——
<n 2p =n—p

potom plyne dim(F’' N G) = 0. Protoze G C Q, obsahuje F' N Q
redlny podprostor dimenze = 0, tj. alespon realny bod, a tedy
(p — 1) je maximalni dimenze hledanych podprostort.
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(ii) Necht G’ je redlny podprostor takovy, ze dim(G’') 2 n —p+ 1. Ze
vztahu

dim(FNG') + dim(F v G’) = dim(F) + dim(G’)
—_—————— —— ~——
<n =p—1 >n—p+1

potom plyne dim(F NG’) 2 0, tj. F NG’ obsahuje alespoii jeden
realny bod. Protoze ale F nemd s kvadrikou Q zadny spoleény
redlny bod, nemtze byt G’ podmnozinou Q, a tedy (n — p) je
maximalni dimenze hledanych podprostort. O

Projektivni klasifikace kuZelosecek. V roviné P§ mé kuze-
losecka pravé jednu z nasledujicich normélnich rovnic:

(Pk1) 3+ a3 + 23 =0,
(Pk2) 3+ a3 — 23 =0,
(Pk3) z3 + 23 =0,
(Pk4) z3 — 23 =0,
(Pk5) 3 =0.

Kuzelosecka typu (Pk1) je reguldrni kuzelosecka, jez neobsahuje zadny
redlny bod — jednd se tedy o kuZelosecku imagindrni. (Pk2) urcuje
redlnou regularni kuzelosecku. (Pk3) a (Pk4) urcuji singuldrni kuzelo-
seCky hodnosti 2, které jsou tvoreny dvojici tvoricich pfimek — pro
(Pk3) jsou imagindrni komplexné sdruzené a pro (Pk4) redlné. (Pk3)
obsahuje jediny realny bod, a to prusec¢ik komplexné sdruzenych tvofi-
cich pfimek. (Pk5) je singuldrni kuzelosecka hodnosti 1, jez je tvofena
jedinou (redlnou) dvojnasobnou pfimkou.

Zdtraznéme jesté, Ze je nutné striktné rozliSovat mezi projektivni kla-
sifikaci a klasifikaci afinni (viz kap. 5.4). V projektivni geometrii napf.
existuje jedind(!) redlna regularni kuzelosetka — typ (Pk2). Bé&zné dé-
leni regularnich kuzelosecek na elipsu, parabolu a hyperbolu neni pro-
vedeno z projektivniho hlediska.

Projektivni klasifikace kvadrik v P3. V prostoru P§ ma
kvadrika pravé jednu z nésledujicich normaélnich rovnic:
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(PK1) g +af + a3 + a3 =0,
(PK2) g +af + a3 — a3 =0,
(PK3) xg +af — a3 — a3 =0,
( ) 3+ 22 + 23 =0,
(PK5) 23+ 22 — 23 =0,
(PK6) g+ i =0,

(PK7) xp — 21 =0,

(PKS)

23 =0.

Kvadrika typu (PK1) je reguldrni imaginarni kvadrika. Kvadrika s rov-
nici (PK2) je regularni kvadrika, kterd podle véty 5.2.3 obsahuje jako
realné tvorici podprostory pouze body — budeme ji oznacovat jako re-
guldarni nepfimkovd kvadrika. Rovnice (PK3) popisuje reguldrni kvad-
riku, kterda podle véty 5.2.3 obsahuje realné tvorici pfimky, a proto ji
budeme nazyvat requldrni primkovd kvadrika.

Kvadriky (PK4) a (PK5) jsou singuldrni kvadriky hodnosti 3 a jedna
se o kuZelové plochy. Pfitom pro (PK4) obsahuje tato kvadrika podle
véty 5.2.3 jediny realny bod (a to wvrchol), vSechny ostatni body jsou
imagindrni; proto se nazyvéa imagindrni kuZelovd plocha. (PK5) obsa-
huje podle véty 5.2.3 redlné tvorici pfimky a jedna se tedy o redlnou
kuzelovou plochu.

(PK6) a (PK7) uréuji singularni kvadriky hodnosti 2, které jsou tvo-
feny dvojici tvoficich rovin — pro (PK6) jsou imaginarni komplexné
sdruzené a pro (PK7) redlné. (PK6) obsahuje pfimku redlnych bodi, a
to prusecnici komplexné sdruzenych tvoricich rovin.

(PK3B) je singularni kvadrika hodnosti 1, jez je tvofena jedinou (redlnou)
dvojnasobnou rovinou.

5.3 Afinni vlastnosti kvadrik

Pfipomenme nejprve, ze vynechanim jedné nadroviny projektivniho
prostoru dostaneme prostor afinni. Projektivni prostor s vyznacenou
pevnou nadrovinou (tzv. nevlastni nadrovinou) se nazyva rozsireny
afinni prostor. V této ¢asti uvazujeme A, realny afinni prostor, A jeho
komplexni rozsifeni a AC projektivni rozsiieni AS. Zdtraznéme jesté,
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7e nevlastni body prostoru A, ztotoziiujeme se sméry prostoru A,.
Budeme vzdy predpokladat, Ze nevlastni nadrovina je popsana rovnici
Tro = 0.

Kvadriku Q lze v E samozfejmé popsat rovuici (5.2), tj.

Co Co1 --- Con Zo
Co1 Ci1 -.. Cin Z1

Q: (xoxy ... my)- . L . . . =0
Con Cin e Cnn e

Déle vime, 7ze ma-li bod X € AY nehomogenni soutadnice
[Z1,T2,...,Ty], potom ma homogenni soufadnice (1,Z1,Ta,...,Ty).
Tim muizeme piejit k rovnici

Coo Co1 ... Con 1
_ B Cco1 Ci1 ... Cin 1

Q: (1m Tn) - . =0, (5.14)
Con Cim --- Cnn T

jez ovsem popisuje jen vlastni body kvadriky Q. Pokud tedy pracujeme
s nevlastnimi body, je nutné pouzit rovnici (5.2).
Pti pfechodu od homogennich soufadnic k nehomogennim podle vztahu
"y
Ti = 717 Zo 7& 0
Zo
prechazi rovnice
n
Q . Z cijxixj = O
i,j=0
na tvar
n n
Q: Z CijT;T; + 2. Z ciT; + coo = 0. (515)
i,j=1 i=1

Rovnici (5.15) miZeme rovnéz zkricené psit maticové

Q: xT.C-x+2cT X+ cgo =0, (5.16)
kde
T c11 ... Cin Co1
X = , C= a €=
T, Cln --- Cnn Con
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Ziejmé plati

V praxi se setkavame predevsim s kvadrikami, jejichz rovnice jsou za-
dany v nehomogennich soufadnicich. Takto se vSak nedaji zadat kvad-
riky, jejichZ soudésti je nevlastni nadrovina prostoru A%; tj. tyto kvad-
riky nelze popsat rovnicemi (5.14), (5.15) a (5.16). Zmirlovany piipad
nastava, pravé kdyz

n n
Q : Z CijTiXj = X * Z Coj T = 0, (517)
7=0

i,j=0

tj. pravé kdyz c;; = 0 pro ¢,j > 0 (kdybychom se v rovnici (5.17)
omezili jen na body prostoru AS, potom bychom dostali nadrovinu).
Predpokladame-li tedy, Ze kvadrika nemé za svoji soucast nevlastni
nadrovinu, potom to v soufadnicovém vyjadfeni znamena, Ze matice
C v rovnici (5.16) je nenulovd!

Stred a prumérové nadroviny kvadriky. Pii studiu vztahu
polarné sdruzenych bodt v Kg se nyni zaméfime specialné na nevlastni
body. Nevlastni bod Uy ztotoznime se smérem (%) a nevlastni bod
Voo ztotoznime se smérem (7). Jsou-li body U, a Vi, polarné sdru-
zené vzhledem ke kvadrice @, potom hovofime o polarné sdruzenych
smérech (i), (v) vzhledem ke kvadrice Q.

Obdobné mtzeme v A¢ studovat i vztah mezi vlastnim pdlem a ne-
vlastni nadrovinou, resp. nevlastnim pdélem a vlastni nadrovinou vzhle-

dem ke kvadrice Q.

DEFINICE 5.3.1.

Bod S nazveme stfedem kvadriky Q, je-li vzhledem ke Q polarné
sdruzen se vSemi nevlastnimi body.

Z definice plyne, ze kazdy singularni bod kvadriky Q je jejim stfedem.
Stred, ktery neni singularnim bodem, mé za svou polarni nadrovinu
nevlastni nadrovinu.
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Véta 5.3.1. Necht je dina kvadrika Q : xT-C-x = 0. Bod S je stiedem
kvadriky Q, pravé kdyZ jeho soutadnice splriuji soustavu

Cp1S0 +c1181+ ...+ CinSn = 0 (518)
ConSo +FCinS1+ ...+ Ccansn = 0
kterou miiZeme psdt maticove ve tvaru C - (s1,...,8,)T +¢- 59 =0. O

Diikaz: (=) Je-li bod S stfedem kvadriky Q, potom je konjugovan se
vSemi nevlastnimi body, tj. i s nevlastnimi body X; = (0,...,1,...,0),
jez maji na i-tém misté jednicku a jinak samé nuly, ¢ = 1,2,...,n. Z
podminky f(x;,s) = 0 (polarné sdruzené body) dostavidme vyse uvede-
nych n rovnic soustavy (5.18)

CoiSo + ...Cii8;i + ...+ Cinsn = 0.

(«=) Nechf naopak soufadnice bodu S spliiuji soustavu (5.18). Plati-
li navic cgosg + - .. €0iSi + - .. + consn = 0, potom od soustavy (5.18)
prejdeme k soustavé (5.5) a S je singuldrni bod, a tedy stied. Je-li
€00S0 + - - - CoiSi + - - . + ConSn # 0, potom polarni nadrovina bodu S mé
obecnou rovnici

(00080 +...c0i8 + ...+ Consn)xo =0

a to je rovnice nevlastni nadroviny. Tedy S je polarné sdruzen se vSemi
nevlastnimi body, tj. jde o stfed. O

Soustava (5.18) n rovnic o n + 1 nezndmych mé vzdy nenulové fe-
Seni. Podle poé¢tu feseni soustavy (5.18), mize mit kvadrika préavé jeden
stfed, pfimku stfedd,. . . , nadrovinu stfedi nebo kazdy bod je stfedem.
Posledni ptipad nastava, pravé kdyz je kvadrika tvorena dvojnasobnou
nevlastni nadrovinou.

Pfepsénim soustavy (5.18) do nehomogennich soufadnic dostaneme sou-
stavu

C-s'+c=o, (5.19)

jez nemusi mit feseni, tj. kvadrika @ nemusi mit vlastni stfed.

87



KMA /G2 Geometrie 2

DEFINICE 5.3.2.

Kvadrika, jeZ mé alespoii jeden vlastni stfed, se nazyva stFfedova
kvadrika. V opa¢ném piipadé hovorime o nestfedové kvadrice.

Véta 5.3.2. Je-li Q stredova kvadrika, potom je stredové soumérnd
podle kazdého vlastniho stredu. O

Diikaz: Je-1i S regularni bod, potom je tato véta pfimym disledkem véty
5.1.5 — involutorni perspektivni kolineace s nevlastni osou a vlastnim
stfedem je totiz stfedova soumérnost. Je-li S singularni bod, potom
dokazované tvrzeni plyne z véty 5.1.2 a ze skutecnosti, Zze piimka je
stfedové soumérny utvar. [J

Z rovnice (5.19) snadno nahlédneme, Ze plati nasledujici dvé véty:

Véta 5.3.3. Kvadrika Q je stredovd, prdvé kdyz hod(C) = hod(C,c);

specidlné md prdvé jeden vlastni stied, pravé kdyz A = det(C) #0. O
Véta 5.3.4. Regularni kvadrika Q je stredovd, prdvée kdyz A #0. O

DEFINICE 5.3.3.

Necht Uy, je nevlastni bod, jenz neni bodem kvadriky @ € AS. Po-
larni nadrovinu bodu Uy budeme nazyvat prumérova nadrovina
kvadriky Q sdruzend s nevlastnim bodem Uy, (resp. smérem (u)).
Jestlize n = 2, potom se prumérova nadrovina nazyva prumér ku-
zelosecky. Primeéry, z nichz kazdy je sdruzeny se smérem druhého
nazyvame sdruzené pruméry kuzelosecky.

Véta 5.3.5. Je-li rovina primérovou nadrovinou kvadriky Q, potom
obsahuje vsechny jeji stredy. O

Diikaz: Tato véta je pfimym dusledkem véty 5.1.3. O

Véta 5.3.6. Je-li nevlastni bod Uy, & Q urcen nenulovym vektorem u,
potom se kvadrika Q reprodukuje v involutorni osové afinite, jejiz osou
je primérovd nadrovina sdruZend s bodem Uy, a smér afinity je ddan
vektorem u. g

Dikaz: Podle véty 5.1.5 se kvadrika reprodukuje v involutorni stfedové
kolineaci, jejiz osou je vlastni prameérova nadrovina a stfedem je ne-
vlastni bod Uy, — jde tedy o involutorni osovou afinitu. 0
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Asymptotické nadroviny kvadriky. V projektivnim pro-
storu nerozlisujeme mezi vlastnimi a nevlastnimi body, a proto nebylo
nutné néjak vymezovat tecné nadroviny v nevlastnich bodech. V pro-
storu AS zavadime pro tyto nadroviny tradi¢né specidlni oznadeni.

DEFINICE 5.3.4.

Nevlastni bod (tj. smér) kvadriky Q C A¢ se nazyva asymptoticky
smér kvadriky Q. Vlastni teéna nadrovina kvadriky Q s nevlastnim
bodem dotyku se nazyvd asymptoticka nadrovina kvadriky O.
Jestlize n = 2, potom se asymptotickd nadrovina nazyva asymptota
kuzelosecky.

Véta 5.3.7. Je-li rovina asymptotickou nadrovinou kvadriky Q, potom
obsahuje vsechny jeji stredy. O

Drikaz: Tato véta je pfimym dusledkem véty 5.1.3. O

Jak vime, vSechny dotykové body tefen vedenych z bodu P ¢ Q ke
kvadrice Q nélezeji priuniku kvadriky Q a polarni nadroviny mp bodu
P ¢ Q — a to je podle véty 5.1.4 kvadrika Qg v roviné wp. V pripadé,
ze P =S je vlastni stfed kvadriky 9, potom jeho polarni nadrovina je
nevlastni nadrovina 7,. Je-li absolutni kvadrika Qg = QNmy, regularni,
potom vSechny tecny vedené ze stfedu S ke kvadrice Q vytvareji tzv.
asymptotickou kuzZelovou plochu kvadriky Q.

5.4 Afinni klasifikace kvadrik

Pro prvni rozdéleni kvadrik uvazujeme jejich polohu vzhledem k ne-
vlastni nadroviné.

DEFINICE 5.4.1.

Necht Q C AY (n = 2) je kvadrika, kterd mé s nevlastni nadro-
vinou spolec¢nou kvadriku Qp = Q N 7. Je-li Qp imaginarni regu-
larni kvadrika, potom Q nazyvame kvadrika eliptického typu; je-li
Qp realna regularni kvadrika, potom Q nazyvame kvadrika hyper-
bolického typu; je-li Qg singularni kvadrika, potom Q nazyvame
kvadrika parabolického typu.

Vyse uvedena definice nepostihuje specidlni pfipad, kdy kvadrika Q
obsahuje nevlastni nadrovinu, tj. Qyp = QN T = Teo-
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Zastavime se specidlné v roviné AY. Kuzelosecku zafadime podle vyse
uvedené definice do hyperbolického, resp. parabolického, resp. eliptic-
kého typu, pravé kdyz protind nevlastni pfimku ve dvou raznych re-
alnych, resp. ve dvou splyvajicich realnych, resp. ve dvou komplexné
sdruzenych imaginarnich bodech. Jinymi slovy — kuzelosecka eliptic-
kého typu nem4 zadny redlny(!) asymptoticky smér, kuzelosecka para-
bolického typu mé praveé jeden a kuzelosecka hyperbolického typu ma
dva riizné redlné asymptotické sméry. Dosazenim 2o = 0 do (5.2) do-
staneme rovnici pro hledani asymptotickych smért kuzelosecky

ClllL'% -+ 26121‘11’2 + CQQCE% = 0 (520)

a snadno se diskuzi diskriminantu této kvadratické rovnice presvédcime,
Ze pro

oo Cio > 0, eliptického,
A= det(é) = =0, jde o kuZelosecku parabolického, typu.
€12 2] g hyperbolického

Pro dalsi ivahy je dtlezitd nasledujici véta, jejiz vyznam je obdobny
jako v pripadé projektivni klasifikace vyznam véty o existenci polarniho
simplexu.

Véta 5.4.1. Ke kaidé kvadrice Q C AC existuje n linedrné nezdvis-
lych nevlastnich bodi (tj. sméri), které jsou navzdjem poldrné sdruZeny

vzhledem ke Q. O

Diikaz: Provedeme konstrukéni diikaz, ktery popisuje, jak danou n-tici
nalézt. Tento diikaz ma nejvgse n kroki.

1. krok (+) Jestlize moo C Q, potom libovolnd n-tice linedrné neza-
vislych nevlastnich bodu FE1, ..., E, spliuje podminku véty.
(=) Necht naopak 7o, ¢ Q. Potom existuje nevlastni bod
FE; € Ty, ktery nenalezi Q. Ozna¢me w; jeho polarni nadro-
vinu.

2. krok (+) Jestlize wiNmy, C Q, potom libovolna (n—1)-tice linedrné
nezavislych nevlastnich bodt Es, ..., F, nalezejicich prostoru
w1 N 7T doplnénd o bod E; spliuje podminku véty.

(=) Necht naopak w1 Nmo ¢ Q. Potom existuje nevlastni bod
FEy € w1 N 7w, ktery nendlezi Q. Oznac¢me wy jeho polarni
nadrovinu.
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3. krok (+) Jestlize wa Nw1 N 7o C Q, potom libovolnad (n — 2)-tice
linearné nezavislych nevlastnich bod# Es, ..., E, nalezejicich
prostoru ws Nwy N 7o doplnénd o body F4, Fs> spliiuje pod-
minku véty.

(=) Necht naopak weNw; N7 ¢ Q. Potom existuje nevlastni
bod E3 € wy Nwi N e, ktery nendlezi Q. Ozna¢me w3 jeho
polarni nadrovinu.

(n —1)-ty krok (+) Jestlize wyp—2N...Nw1 NTe C Q, potom libo-
volna dvojice linedrné nezévislych nevlastnich bodt F,_1, E,
nalezejicich nevlastni primce w,_2MN...Nwi N7y doplnéna o
body Ei, ..., E,_2 spliiuje podminku véty.

(=) Necht naopak wy,—2N...Nw1 N7e ¢ Q. Potom existuje
nevlastni bod F,_1 € w,_2N...Nwi N7, ktery nendlezi Q.
Ozna¢me w,,_1 jeho polarni nadrovinu.

n-ty krok (+) Nevlastni bod F,, € w,—1 Nwr_2N...Nwy N7 spolu
s body body F1,..., F,_1 spliuje podminku véty. O

Véta 5.4.2. Necht (O;ey,...,e,) je afinni repér takovy, Ze vektory
e1,...,e, urcuji poldrné sdruzené smery vzhledem ke kvadrice Q. Po-
tom v rovnici kvadriky vzhledem k tomuto repéru je c;; = 0 pro viechna

i,jef{1,2,....n},i#j.0

Dikaz: Oznaéme E; = €;, i = 1,...,n. Z polarni sdruzenosti bodu e;
dostaneme
0=e/ C-e; =cy, i# 4, i,j€{1,2,...,n}. O

Véta 5.4.3. Je-li pocatek souradného systému vlastnim stredem kvad-

riky Q, je v rouvnici Q wvzhledem k této soustavé soutadnic co; = 0,
i=1,...,n. O
Driikaz: Necht O je vlastni stfed kvadriky Q, ktery zvolime za pocatek
soustavy soufadnic. Potom O mé homogenni soufadnice (1,0,...,0).
Jelikoz O je stied, potom je poldrné sdruzen se vSemi nevlastnimi body,
atedyisbody E; =e€;,7=1,...,n. Potom dostdvime
0=(1,0,...,0)T - C-e; = coi, ie{l,2,...,n}. O
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Véta 5.4.4. Ke kazdé stredové kvadrice Q existuje takovd soustava
soutadnic, Ze Q je popsdna Tovnici

cooa:g +enai ..+ cnnxi =0 (5.21)

a pro kvadriku, kterd neobsahuje nevlastni nadrovinu, je prislusnd ne-
homogenni rovnice

Cuf? + ...+ Cnnf% + cgo = 0. (522)

Diikaz: Zvolime soustavu soutfadnic tak, ze vlastni stfed kvadriky je
pocatkem a sméry soufadnych os jsou polarné sdruzeny vzhledem ke
kvadrice, potom dokazované tvrzeni pfimo plyne z vét 5.4.2 a 5.4.3. [

Véta 5.4.5. Ke kazdé nestredové kvadrice Q existuje takovd soustava
souradnic, Ze Q je popsdna rovnici

cllx% +...+ cn,lyn,lxi_l + 2conxoxy =0, (5.23)

kde con # 0, a pro kvadriku, kterd neobsahuje nevlastni nadrovinu, je
prislusnd nehomogenni rovnice

nTr 4. oA 11Ty + 2C0nTn = 0. (5.24)

Diikaz: Je-li Q nestfedova kvadrika, pak jeji hodnost je nejméné 2. Zvo-
lime libovolny reguldrni bod Q za pocatek soufadného systému O a
nevlastni stfed Q za e,. Déale eq,...,e,_; volime tak, ze F1,...,F,_ 1
jsou linedrné nezavislé polarné sdruzené nevlastni body nalezejici te¢né
nadroviné sestrojené v bodé O (jejich existenci bychom prokazali stejné
jako u véty 5.4.1).

Z 0O =(1,0,...,0) € Q plyne ¢op = 0.

Teéné nadrovina kvadriky Q v bodé O = (1,0,...,0) € Q mé rovnici
cooTo + ...+ conTn, = 0 a vzhledem k tomu, %e E;, i = 1,...,n—1,
jsou body nalezejici této tecné nadroviné, dostavame cg; = 0, kde
ie{l,...,n—1}

ProVi,j € {1,...,n—1}, i # j, je E; polarné sdruzeny s Ej;, a proto

0=e/ C-e; =cy, i#74, i,7€{l,...,n—1}
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A konecné jelikoZ e,, uréuje nevlastni stied (stfed je polarné sdruzen se
v8emi nevlastnimi body — v¢etné Ey, ..., E,_1), potom plati

0=1(0,0,...,1)7 - C-e; = cin, ie{l,...,n—1}.

Matice C kvadriky Q tedy nabyva tvaru

0 0 0 0 Con
0 C11 0 0 0
0 0 C292 0 0
C= . . .
0 0 0 e Cp—1n—1 0
con O 0o ... 0 Cnn

Soustava pro vypocet vlastniho stfedu ma nyni podobu
1171 =0, 2272 =0, ..., ¢h—1,n-1Tn-1 =0, CpnTp + con =0,

a protoze podle predpokladu vlastni stfed Q neexistuje, musi byt tato
soustava nefesitelnd — to nastava pouze pro ¢, = 0 a cg, # 0. O

Rovnici (5.21), popf. (5.22) nebo (5.23), popf. (5.24) nazyvame afinni
kanonicka rovnice kvadriky.

Obdobné jako v pripadé projektivni klasifikace muzeme afinni kanonic-
kou rovnici kvadriky jesté upravit. Je-li Q stfedova kvadrika popsana
rovnici (5.21) a soufasné cog # 0, potom za pfedpokladu ¢;; # 0 pou-

Cii
€oo

Zijeme transformaci soufadnic z; = x}/ ; za predpokladu cgp = 0

a ¢;; # 0 pouzijeme transformaci soufadnic z; = x}/+/|ci;| — v rovnici
(5.21) se tak vyskytuji pouze koeficienty 0, 1 nebo —1. Je-li Q ne-
stfedova kvadrika popsané rovnici (5.23), potom opét za predpokladu

Cii

¢i; # 0 pouzijeme transformaci soufadnic z; = )/ i

— V Irov-

nici (5.23) se tak opét vyskytuji s vyjimkou koeficientu u zoz, pouze
koeficienty 0, 1 nebo —1.

Kanonicka rovnice kvadriky upravend jednim z vysSe uvedenych postupt
se nazyvé afinni normovana rovnice kvadriky.

Afinni klasifikace kuZelosecek. V roviné AS mé kuzelosecka
pravé jednu z nasledujicich afinnich normovanych rovnic:
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homogenni s. nehomogenni s. (:z: = i—;, Y= i—i)
(Ak1) 23+ a3+ 2% =0, 22 +y? =1,
(Ak2) 23423 — 2% =0, 2 +y? =1,
(Ak3) 2 — a3 — 2% =0, 2?2 —y? =1,
(Ak4) 23 + 2wpx9 = 0, 22 4+2y=0
(Ak5) 22+ 23 =0. 22 +y?2=0
(Ak6) 2?2 —23=0. 22 —y? =
(AKT) 22 + 2% =0. 2+1=0
(AkS) 2?2 — 22 =0. r2-1=0
(Ak9) zore =0, nelze vyjadrit
(Ak10) 2% =0, 2 =0
(Ak1l) 22 =0, nelze vyjddrit

Kuzelosecka (Akl) je imaginarni elipsa (reguldrni, imaginérni, elip-
ticky typ, stfedovd), (Ak2) je elipsa (reguldrni, redlnd, elipticky typ,
stfedovd), (Ak3) je hyperbola (regularni, redlnd, hyperbolicky typ,
stfedovd), (Ak4) je parabola (reguldrni, redlnd, parabolicky typ, ne-
stfedovd), (Ak5) je dvojice komplexné sdruzenych imagindrnich riz-
nobézek (singuldrni, imaginarni, elipticky typ, stfedova), (Ak6) je dvo-
jice redlnych riznobézek (singuldrni, realnd, hypebolicky typ, stfedovd),
(Ak7) je dvojice komplexné sdruzenych imagindrnich rovnobézek (sin-
guldrni, imaginarni, parabolicky typ, stfedovd), (Ak8) je dvojice redl-
nych rovnobézek (singuldrni, redlnd, parabolicky typ, stfedova), (Ak9)
je tvofena jednou vlastni a jednou nevlastni pfimkou, (Ak10) je dvoj-
ndsobnd vlastni pfimka (singuldrni, redlna, parabolicky typ, stfedovd)
a (Ak11) je dvojndsobnd nevlastni pfimka.

Pfipomenime, Ze pii projektivni klasifikaci jsme dostali jedinou(!) redl-
nou reguldrni kuzelosecku — typ (Pk2), zatimco pii afinni klasifikaci
rozliSujeme t¥i ruzné realné regularni kuzelosecky — elipsu, hyperbolu a
parabolu. Musi tedy existovat projektivni transformace, ktera zobrazuje
tyto tii afinni typy na sebe.

Vyjdéme z kuZelosecky Q, jez je ddna rovnici (Pk2) 23 + 22 — 2% = 0,
resp. v nehomogennich soufadnicich y? — 22 = 1, tj. jde o rovnici hy-
perboly. Pouzijeme projektivni transformaci xj, = o, 2] = x1, 25 = 2o
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a dostaneme rovnici elipsy —z3 + 23 + 23 = 0, popf. v nehomogennich
soutadnicich 2% +y? = 1. Kolineace zg = zf + 1%, 2] = 21, T2 = 2 — 2}
zobrazi Q na parabolu s rovnici 23 + 4xgwy = 0, resp. 2 + 4y = 0.

Pouze zdiraznéme, ze vzhledem ke skutecnosti, Ze vici vSsem afinnim
transformacim rozsifeného afinniho prostoru je nevlastni nadrovina (zde
primka) samodruznd, neexistuje afinita, jeZ by zobrazovala rtizné afinni

typy na sebe.

Afinni klasifikace kvadrik v Ag. V prostoru Kg ma kvadrika
pravé jednu z nasledujicich afinnich normovanych rovnic:

homogenni s.

(AK1) 23+ ad+ai+a22 =0,
(AK?2) 23+ ad+ a2t -2t =0,
(AK3) 2?4123 — 2% — 23 =0,
(AK4) 3 —a% — 2% - 22 =0,
(AK5) 23 + 23 + 2wpz3 = 0,
(AK6) 2% — 23 + 2z073 = 0,
(AK7)  zi+a23+23=0,
(AK8)  zi+a23—23=0,
(AK9)  zi+a3+a3=0,
(AK10) 2} +a3 — 23 =0,
(AK11) 22 —2%2 -2 =0,
(AK12) 2%+ 2zx3 =0,
(AK13) zi+23=0,

(AK14) 2} —-23=0,

(AK15) zi+23=0,

(AK16) 2% —23=0,

(AK17)  xox1 =0,

(AK18) 2% =0,

(AK19) 2 =0,
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nehomogenni s.

(r=sy=222=
P +y?+ 22+ 1
24y 22 -1
2?4y -2 -1
R L |
224+ 92 +22=0
22 —y?+22=0
22+ +22=0
24+ —22=0
2492 +1=0
22492 -1=0

22 —y?-1=0
22 4+22=0
2?2 +9y?2=0
22—y =0
224+1=0
22-1=0

nelze vyjadrit
22=0

nelze vyjadrit

z3

%)
=0,
=0,
=0,
=0,
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Kvadrika (AK1) je imaginarni elipsoid, (AK2) je (redlny) elipsoid,
(AK3) je jednodilny hyperboloid, (AK4) je dvoudilny hyperbo-
loid, (AK5) je elipticky paraboloid, (AK6) uréuje hyperbolicky
paraboloid, (AK7) popisuje imagindrni kuzelovou plochu, (AK8) po-
pisuje (redlnou) kuzelovou plochu, (AK9) je imaginarni eliptickd valcova
plocha, (AK10) je (redlnd) eliptickd valcova plocha, (AK11) je hyperbo-
lickd vélcova plocha, (AK12) je parabolickd valcova plocha, (AK13) po-
pisuje dvojici komplexné sdruzenych imaginarnich rtiznobéznych rovin,
(AK14) je dvojice realnych riznobézngch rovin, (AK15) je dvojice kom-
plexné sdruzenych imagindrnich rovnobéznych rovin, (AK16) je dvojice
redlnych rovnobéznych rovin, (AK17) je tvofena jednou rovinou vlastni
a jednou nevlastni, (AK18) pfedstavuje dvojnasobnou vlastni rovinu a
(AK19) je dvojnasobna nevlastni tvorici rovina.

Pfipomernime opét, Ze pii projektivni klasifikaci jsme dostali pouze dvé
redlné reguldrni kvadriky — typ (PK2) a (PK3). Redind reguldrni ne-
primkovd kvadrika (PK2) se nyni rozdélila na tii typy (elipticky, pa-
rabolicky a hyperbolicky) podle priniku s nevlastni rovinou, a to na
realny elipsoid (AK2), nepiimkovy paraboloid (AK5) a nepfimkovy hy-
perboloid (AK4). Redind reguldrni piimkovd kvadrika (PK3) nemize
byt eliptického typu, protoze nevlastni bod kazdé realné tvorici pfimky
je redlnym bodem nevlastni kuzelosecky kvadriky, a proto se rozdélila
jen na dva typy (parabolicky a hyperbolicky) — dostali jsme pfimkovy
paraboloid (AK6) a piimkovy hyperboloid (AK3).

5.5 Metrické vlastnosti kvadrik

V této ¢asti uvazujeme E,, realny eukleidovsky prostor, EC jeho kom-
plexni rozsifeni a @ projektivni rozsifeni ES.

Jelikoz eukleidovsky prostor je zvlastni piipad prostoru afinniho, bu-
deme opét predpokladat, Ze kvadrika Q je v prostoru ES popsana stej-
nymi rovnicemi jako v kapitole 5.3 — pouze soutradnice bodi jsou ten-
tokrat vztazeny k jisté kartézské soustavé soufadnic. Ponechame i dalsi
amluvy a oznadeni, které jsme zavedli v AS. Smér je tak jako difve
jednorozmérny’ podprostor zaméieni prostoru E¢ — tj. nevlastni bod
prostoru E¢.

Pfijmeme jesté nasledujicim amluvu — jelikoz se v nehomogennich sou-
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fadnicich nedaji bez dalsiho upfesnéni vyjadrit kvadriky, jez obsahuji
nevlastni nadrovinu, budeme pfedpokladat, Zze zaddna kvadrika nema za
svou tvofici nadrovinu nevlastni nadrovinu. To znamen4, Ze matice C
je nenulova!

DEFINICE 5.5.1.

Smér uréeny nevlastnim bodem U,, = u se nazyva hlavni smér
kvadriky Q, je-li vzhledem ke Q polarné sdruzen se vSemi k nému
kolmymi sméry.

Z definice stfedu kvadriky (poldrni konjugace se vSemi nevlastnimi
body, tj. sméry) plyne, Ze smér, jenz urcuje nevlastni stied kvadriky,
je hlavnim smérem kvadriky. Totéz samoziejmé plati i pro nevlastni
singularni bod.

% Ukazme si vypocet hlavnich sméra kvadriky. P¥imo z definice plyne,
ze nutnou a postacujici podminkou pro to, aby byl smér U,, = u =

(0,u1,uz, ..., u,)T hlavnim smérem kvadriky Q : F(x) = 0, je
xu=0= f(x,u)=0 (5.25)
pro kazdy vektor x = (0,21, 2,...,2,)T. Pro pevné u jsou rovnice

ux =0 a f(x,u) = 0 linedrni. Z anulovani jedné rovnice vyplyva anulo-
vani druhé, a to plati, pravé kdyz je druhd rovnice nasobkem prvni.
Vektor u = (0,u,us,...,u,)T tedy urcuje hlavni smér pravé tehdy,
existuje-li A € R takové, ze

f(x,u) = A(xu) (5.26)
pro kazdy vektor x = (0,21, 2o, ...,7,)".

Po rozepsani rovnosti (5.26) dostavame
(0,21, ...,2,)-C-(0,u1,...,u,)T =\ [(0,1‘1, cey &) - (0,11, ... ,un)T} ,
t].

Z CijTiUy = /\Zmzuz (527)
i=1

1,j=1
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Vztah (5.27) miZeme psat v maticovém tvaru

c11 .-- Cin U1 u1
R ] e B =A(x1...xp)| (5.28)

Cln --- Cnn U U,

Protoze rovnost (5.28) mé platit pro kazdy vektor, tj. pro kazdou n-tici
(z1,22,...,2,), musi platit

C-u=)u (5.29)

Vidime, ze hledani hlavnich sméri kvadriky vede na vypocet charak-
teristickyjch (vlastnich) sméri matice C. ReSeni provadime obvyklym
zpusobem. Soustavu (5.29) pfepiSeme do tvaru

(C—AE)-u=o (5.30)

a hleddme A tak, aby determinant matice soustavy (5.30) byl nulovy.
Resime tedy rovnici

C11 — A C12 . Cin
C12 Co9 — Ao Con
0 (5.31)
Cin Con e Cpm — A

Reseni charakteristické rovnice (5.31) (vlastni ¢isla) dosadime do sou-
stavy (5.30) a jejim vyfeSenim obdrZime aspoii jeden hlavni smér. P¥i-
pomeiime dvé tvrzeni z teorie matice — vzhledem k tomu, Ze C je realna
symetrickd matice fadu n,

(i) potom jsou vSechny kofeny rovnice (5.31) redlné.

(ii) dale je-li A k-nasobny kofen rovnice (5.31), potom mé podprostor
feSeni homogenni soustavy (5.30) pfislusnych ¢éislu A dimenzi k.

V dosavadnim postupu jsme uvazovali, ze soufadnice jsou vztazeny k
jistému kartézskému repéru, vzhledem k némuz je kvadrika popsana
rovnici (5.16)

Q: xT.C-x+2cT X+ cgo = 0.
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Zvolme jiny ortonormalni repér; vztah mezi piivodnimi soufadnicemi
X a novymi soufadnicemi X' je svézan vztahem X = AX + b, kde ma-
tice prechodu A je ortonormalni. Rovnice kvadriky vzhledem k novému
repéru ma potom tvar

Q: ¥ DX +2d" - X + dgo =0, (5.32)
kde D = AT . C- A. Charakteristické rovnice matice D je
ID—XE| =|AT - C-A—\E[=|AT|. [C—)E|-|A|=0  (5.33)

a nebot matice A je ortonormadlni, tj. |A| = 1, zfejmé plati:

Véta 5.5.1. Charakteristickd rovnice kvadriky (5.81), jakoZ i jeji ko-
feny (hlavnd ¢isla kvadriky) jsou nezdvislé na zvolené kartézské soustavé
soutadnic. O

Dalsi vyznamnou vlastnost hlavnich sméra popisuje nasledujici véta:

Véta 5.5.2. Dva hlavni smery kvadriky Q odpovidajici riuznym kore-
nim rovnice (5.31) jsou navzdjem kolmé. O

Diikaz: Necht u, resp. v je vlastni vektor matice C pifslusny vlastnimu
Cislu Aq, resp. Ay (A1 # A2), tj.

C-u=Xu, C-v=)v.

Vzhledem k symetrii matice C je uT - C-v = vT - C-u, a proto lze psat
0=ul - C.v—vl.-Cou=uT (Nv) —vT - (u) = (A2 — A1) (uv)
Jelikoz podle pfedpokladi je (Aa— A1) # 0, potom dostédvame uv = 0. O

Dale plati:

Véta 5.5.3. Ke kaZdé kvadrice Q C E,, existuje prdvé n na sebe kol-
mgch hlavnich sméri. O

Jestlize jednotkovy vektor u generuje hlavni smér (nevlastni bod) Uy
odpovidajici kofenu Ao rovnice (5.31), potom po dosazeni x = u do
vztahu (5.26) dostaneme

f(u,u) = Xou? = Xo.

Odtud plyne, Ze Uy, = u € Q, pravé kdyz A9 = 0.
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Z rovnosti (5.26) navic plyne, Ze Ag = 0 pravé tehdy, kdyZ je bod Uy,
polarné sdruzen s kazdym nevlastnim bodem, coz plati, pravé kdyz je
bud Uy singuldrni nevlastni bod kvadriky Q, anebo nevlastni (nesin-
guldrni) stfed kvadriky Q.

Jestlize A\g # 0, potom neni smér U, konjugovian sam se sebou a jeho
polarni nadrovina je vlastni.

DEFINICE 5.5.2.

Polarni nadrovina hlavniho sméru kvadriky Q, jenZ neni bodem
kvadriky, se nazyva osova nadrovina kvadriky Q. Je-1i hlavni smér
kvadriky jejim nevlastnim singularnim bodem, pak definujeme jako
osovou nadrovinu libovolnou vlastni nadrovinu, kterd je kolmé na
tento hlavni smér. Osova nadrovina hlavniho sméru kuzelosecky se
nazyva osa kuzelosecky.

Pro n 2 3 rozumime osou kvadriky kazdou vlastni pfimku, ktera
je priise¢nici n — 1 osovych nadrovin kvadriky (pokud existuji).
Vlastni prasecik kvadriky s jeji osou se nazyva vrchol kvadriky.

Piimo z definic 5.5.1 a 5.5.2 navic plyne, Ze osova nadrovina je kolmé
na hlavni smér, jehoz je polarni nadrovinou.

Aplikujeme-li na osovou nadrovinu, jakoZzto specialni piipad prumeérové
nadroviny kvadriky Q, vétu 5.3.6, potom dostavame:

Véta 5.5.4. Kvadrika Q je (kolmo) soumérnd podle kaZdé své osové
nadroviny. O

Zévérem se zabyvejme jednim specidlnim pfipadem — mé-li charakte-
ristickd rovnice kvadriky @ C E¢ n-nisobny kofen (jenz musi byt nenu-
lovy z podminky, Ze kvadrika neobsahuje nevlastni nadrovinu), potom
je kazdy smér hlavnim smérem kvadriky. Kazda primérova nadrovina
takovéto kvadriky je pak osovou nadrovinou, tj. kvadrika je v tomto
pfipadé soumérna podle kazdé primeérové nadroviny. Navic ma tato
kvadrika pravé jeden vlastni stfed — coz plyne z véty 5.3.3 a ze sku-
teCnosti, ze charakteristickd rovnice ma pouze nenulové koteny, a proto
je jeji absolutni ¢len A = |C| rizny od nuly.

Kvadriky vySe uvedeného typu nazyvame zobecnéné kulové plochy
(sféry). Sféry definované timto zptsobem se v8ak ponékud lisi od sfér
definovanych pomoci vzdalenosti bodii — shodu dostaneme, pokud na-
vic pfipustime i nulovou, popf. ryze imaginarni vzdalenost.
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5.6 Metricka klasifikace kvadrik

Vsechny afinni vlastnosti a afinni klasifikace kvadrik zustavaji v plat-
nosti i v eukleidovském prostoru. P¥i prevodu rovnic kvadrik do jed-
nodussiho kanonického tvaru vsak nemutzeme provést posledni krok —
normovani koeficientd v rovnici kvadriky. To je dano tim, ze soufadné
vektory ortonormalniho repéru museji byt jednotkové a nemuzeme je
tedy vynasobit vhodnymi konstantami.

Véta 5.6.1. Necht Q je stredovd kvadrika. Potom existuje kartézskd
soustava souradnic, Ze Q je popsdna rovnici

)\15% + )\Qfg + ...+ )‘nii + cgo = 0, (534)
kde \;, i =1,2...,n, jsou hlavni ¢isla kvadriky, z nichz alespor jedno
je ruzné€ od nuly. 0

Diikaz: Zvolme vlastni stied kvadriky za pocatek kartézské soustavy
souradnic a jednotkové vektory hlavnich sméra za souradné smérové
vektory. Potom podle véty 5.4.4 ma Q rovnici

T+ ..+ CunTa + coo = 0.
Charakteristicka rovnice kvadriky ma v téchto souradnicich tvar
(c11 = N)(ea2 = A) -+ (enn —A) =0
a odtud jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Navic se d4 dokézat, ze ma-li kvadrika prdvé jeden stted (< A # 0,
tj. pravé kdyz jsou vSechna vlastni éisla nenulovd), potom pro rovnici
(5.34) plati

D
MTS + AoT3 + ... + AT + A=0 (5.35)

kde D je diskriminant kvadriky a A je determinant matice C.

Véta 5.6.2. Necht Q je nestredovd kvadrika. Potom existuje kartézskd
soustava souradnic, Ze Q je popsdna Tovnici

MTT + XT3 + ...+ Ap_1T2_q + 2¢0nTp = 0, (5.36)
kde \i, i = 1,2...,n — 1, jsou hlavni c¢isla kvadriky, z nichZ alespon
jedno je rizné od nuly, a co, # 0. 0
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Diikaz: Zvolme vrchol kvadriky za pocatek kartézské soustavy souiad-
nic a jednotkové vektory hlavnich sméri za souradné smérové vektory.
Potom podle véty 5.4.5 ma Q rovnici

C11T; + C20T5 + o+ Co1n-1T5_1 + 2¢0n T = 0.
Charakteristicka rovnice kvadriky ma v téchto soutadnicich tvar
—(c11 = N)(e22 = A) -+ (ep—1n—1 — A)A =0
a odtud jiz plyne dokazované tvrzeni. d

Vsimnéme si, ze v pripadé nestfedové kvadriky je vZdy alesponi jeden
kofen charakteristické rovnice nulovy, zde \,, = 0. Ze zbyvajicich n — 1
kofentl je pak alespon jeden rtizny od nuly.

Metricka klasifikace kuZelosecdek. Ke kazdé kuzelosecce,
ktera neobsahuje jako svou ¢ast nevlastni pfimku, existuje takova kar-
tézska soustava soufadnic, ze vzhledem k ni mé kuzelosecka jednu z
nasledujicich rovnic:

(Mk1) & 4+ % =1, a,b>0,
(Mk2) % +% =1, ab>0,
(Mk3) % — % =1,  a,b>0,
(Mk4) 22 +2py=0, p>0,
(Mk5) & 4% =0, ab>0,
(Mk6)  Z2— % =0, a,b>0,
(MKT) 224+ =0, c¢>0,
(MkS) 22 —-c?=0, c>0,

(MKk9) z? =0,

kde a, b, ¢, p jsou realna cisla.

Kladn4 ¢isla a, b v rovnicich (Mk1)—(Mk3) elipsy (imaginarni i reilné) a
hyperboly se nazyvaji délky poloos a pro osy kuZelosecky, na kterych
lezi redlné vrcholy, udavaji vzdalenost vrcholi od stfedu kuzelosecky.

Pro redlnou elipsu jsou vSechny vrcholy realné a vétsi z cisel a,b se
nazyva délkou hlavni poloosy, mensi se nazyva délkou vedlejsi
poloosy. Vrcholy elipsy, jejichz vzdalenost od stfedu elipsy je rovna
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délce hlavni poloosy, se nazyvaji hlavni vrcholy elipsy, vrcholy elipsy,
jejichz vzdalenost od stfedu elipsy je rovna délce vedlejsi poloosy, se
nazyvaji vedlejsi vrcholy elipsy. Je-li a = b, potom je (Mk1) rovnici
imaginarni kruznice a (Mk2) rovnici realné kruznice.

Pro hyperbolu s rovnici (Mk3) jsou vrcholy na ose x redlné a nazyvaji se
hlavni vrcholy hyperboly, ¢islo a je délka hlavni poloosy. Vrcholy
na ose y jsou komplexné sdruzené; ¢islo b se nazyva délka vedlejsi
poloosy. Pro a = b dostéavame tzv. rovnoosou hyperbolu.

Cislo p v rovnici paraboly (Mk4) se nazjvd parametr paraboly.

Metrické klasifikace kvadrik v ES . Ke kazdé kvadrice v eu-
kleidovském prostoru ES', ktera neobsahuje jako svou st nevlastni
rovinu, existuje takova kartézska soustava soufadnic, ze vzhledem k ni
ma kvadrika jednu z nasledujicich rovnic:

(MK1) %iJrgferié:*l’ a,b,¢>0,
(MK2) Z+%+%=1 abc>0,
(MK3)  Z+%-%=1,  abc>0,
(MK4) g_%_§:17 a,b,c >0,
(MK5) % +% +2:=0,  pg>0,
(MK6) % — % +2:=0,  pg>0,
xz 1/2 22
(MKT7) L+ L+ 4 =0, a,b,c>0,
5172 7]2 22
(MKS) L+ -z =0, a,b,c >0,
2
(MK9) 2 + % =1, a,b >0,
(MK10) % + % =1, a,b>0,
(MK11) % — % =1, a,b>0,
2
(MK12) % 422 =0, p>0,
(MK13) 2 + % =0, a,b> 0,
(MK14) 2 — % =0, a,b >0,
(MK15) % 4+1=0, a>0,
(MK16) % —1=0, a>0,
(MK17) 2%=0,

kde a, b, ¢, p, q jsou realna cisla.
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Kladné ¢isla a, b, ¢ v rovnicich (MK1)—(MK4) elipsoidt (imaginarniho a
redlného) a hyperboloidi (jedno- a dvojdilného) se nazyvaji délky po-
loos. Pro osy kvadriky, na nichz lezi readlné vrcholy, udavaji tato cisla
vzdalenost vrcholt od stfedu kvadriky.

Cisla p, q v rovnicich (MK5)-(MK6) paraboloidii jsou parametry para-
bol, v nichz protinaji paraboloid vSechny roviny rovnobézné s jednou
ze dvou osovych rovin paraboloidu.

Rovnice (MK7), popt. (MK8) popisuje imagindrni, popf. redlnou kuze-
lovou plochu. Cisla a, b jsou délky poloos Fidici kuzelosecky — imagi-
narni, popt. realné elipsy.

Cisla a,b v rovnicich (MK9)-(MK11) jsou délky poloos fidici kuzelo-
secky (imagindrni elipsy, realné elipsy, popf. hyperboly) imaginarni elip-
tické, realné eliptické, popr. hyperbolické valcové plochy.

Cislo p v rovnici (MK12) je parametr ¥idici paraboly parabolické valcové
plochy.

5.7 Pascalova a Brianchonova véta

Svazky kuzZelosecek. Hledame-li spoleéné body dvou rizngch ku-
zelosecek k4 a kp, potom je nutné uvazovat fadu pripadi, které mohou
nastat — na jedné strané mohou byt kuzelosecky k4, kp regularni ¢i
singularni; na strané druhé jejich priseciky mohou byt vicendsobné ¢i
jednoduché, realné ¢ komplexné sdruzené, vlastni ¢i nevlastni. O pocétu
spole¢nych bodi (priseéikil) hovoii néasledujici véta:

Véta 5.7.1. (BEZOUTOVA VETA) — Bezout (1764)

Dvé algebraické krivky ki, ko stupnid m a n bez spolecné komponenty
magi pravé mn prisecikd (véetné nevlastnich a imagindrnich a pocitdno
i s jejich ndsobnosti). O

Kuzelosecky ka, kp (algebraické kfivky 2. stupné), jez nemaji spolec-
nou komponentu (tj. pfimku), se tedy protinaji v 2 -2 = 4 riznych
bodech P, P», P3, Py. Mnozina vSech kuzelosecek k v roviné, které ob-
sahuji tyto ¢tyfi po tfech nekolinedrni body { Py, P2, Ps, Py} = kaNkp,
tvori tzv. svazek kuzZelosecek; fikame, ze svazek ¥ je kuzeloseckami
ka:Fa(x)=0, kp : Fp(x) = 0 uréen. Pro libovolnou kuzelosecku
k: F(x) = 0 svazku X pak existuji takova ¢éisla A4 a Apg, Ze plati

F(x)=Aa-Fa(x)+ Mg - Fp(x) =0, (A4, AB) # (0,0).
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Pokud urcujeme svazek kuzelosecek dvéma kuzeloseckami k4, kg, byva
nejvyhodnéjsi (pokud to jde!), zvolit za ka, kp kuZelosecky singuldrni
— u singularnich kuzelosecek se totiz nejsnaze urcuji jejich rovnice. Je-1i
tedy svazek ¥ dan zakladnimi body Pi, P», P3;, P, potom muizZeme
napft. zvolit

ka: p12(x) - psa(x) =0, kg : p13(x) - pas(x) = 0,

kde p;;(x) = 0 je rovnice pfimky prochazejici body P; a P;.

Véta 5.7.2. Péti body v rovin€, z nichZ Zadné tii nelezi v primce, je jed-
noznacne uréena requldrni kuzelosecka, kterd danymi body prochdzi. [
P1i dikazu si sta¢i uvédomit, ze ¢tyri body urcuji svazek 3 popsany
rovnici f(x) = Aa- fa(x) +Ap - fe(X) a paty bod slouzi k vypoctu é&isel
Aa, Ap (pomér Ay : Ap je uréen jednoznacné) a tim i k jednoznaénému
urceni kuzelosecky k.

Dualizaci pak ziskavame dalsi vétu:

Véta 5.7.3. Péti primkami v roving, z nichZ Zadné tri neprochdzeji tymz
bodem, je jednoznacné uréena reguldrni kuZelosecka, kterd se dangch
primek dotykd. O

Pascalova véta. Protoze péti body je regularni kuzelosecka jed-
noznacné urcena, je zfejmé, ze Sest bodil jiz musi byt vadzano néjakou
podminkou (zvolime-li totiz v roviné naméatkou Sest bodi, pak kuZzelo-
secka uréend péti z nich uZ nemusi prochézet Sestym bodem).
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Véta 5.7.4. (PASCALOVA VETA) — Pascal (1640)

Méjme na regularni kuZeloseéce k dany ruzné body Pi, Ps,...,Ps.
Potom existuje primka p tak, Ze body K € PP, N« P,Ps,
Le —oP,PsN—PsPs, M € « P3Py N« PgPy lezi na primce p. [
Diikaz: Necht je kuzelosecka k popsana kvadratickou rovnici F'(x) = 0.
Déle necht p;;(x) =0 je rovnice pifimky P;P; (i,j = 1,...,6). Bud
> svazek kuzeloseCek uréeny body P, P>, P3;, P,. Svazek X ur-
¢ime dvéma singularnimi kuzeloseCkami k1 = < Py P, U < P3Py, resp.
ko = < P, P3 U« P; Py. Rovnice kuzelosecky ki, resp. ko je tedy
p12(X) - p3a(x) = 0, resp. p23(x) - p14(x) = 0. Protoze k € ¥, existuji ta-
kova Cisla A1, Ao, Ze

F(x) = A1 - [p12(x) - psa(x)] 4+ Az - [pas(x) - p1a(x)]. (5.37)
Oznacime-li ¥/ svazek kuZeloseéek urceny body Py, Ps, Ps, P1, potom
obdobnym zptsobem dostaneme ¢isla uq, uo takova, ze

F(x) = p1 - [pas(x) - p16(x)] + p2 - [pse(x) - p1a(x)]. (5.38)
Porovnanim (5.37) a (5.38) dostavdme
At [pu(x)'p34(x)] M1 [P45(X)'P16(X)} = p14(x)- [M2'P56(X)—)\2‘p23(x)] .

(5.39)
Bud p pfimka o rovnici

p2 - Ps6(X) — Az - paz(x) = 0.
Evidentné plati L € p. Pro bod K mlzeme psat: K € «— PPy,
K e PP a K¢ — PPy (kdyby totiz platilo K € < P, Py, potom
by muselo platit K = Py, a proto budto P; = Py, nebo P, = Py — coZ
je spor). Pro bod K tedy plati

p12(k) =0, pas(k) =0, pra(k) # 0.
Jestlize dosadime soufadnice bodu K do rovnice (5.39)
A1+ [ pr2(k) p3a(k)] =1 [ pas (k) -p16(k)] = pra(k) - [p2-pse (k) —A2-p2s(k)],
—— —— ——
=0 =0 #0

snadno nahlédneme, ze
2 - pse(k) — Az - pas(k) = 0,
tj. K € p. Analogicky bychom ukézali i M € p. O
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5.7. Pascalova a Brianchonova véta

Body Py, Ps, ..., P; mizeme povazovat za vrcholy Sestitthelnika vepsa-
ného regulérni kuzeloseéce a pfimky spojujici dva sousedni vrcholy za
strany tohoto Sestitthelnika. Pascalova véta pak muize znit:

Priseciky protéjsich stran Sestiuhelnika vepsaného kuZelosecce jsou tri
body lezici na jedné primce, kterd se nazjvd Pascalova primka.

Abychom Pascalové vété spravné porozuméli, je nutné si uvédomit, ze
tato véta plati pro libovolny Sestitihelnik kuzelosecce vepsany — je-li
tedy na kuzeloseCce urceno Sest bodu, mizeme je v Sestitthelnik ,uspo-
radat* nekolika zplisoby. Dostavame tak rtzné Sestithelniky s riznymi
Pascalovymi pfimkami (obecné pfislusi danym Sesti bodtim 60 Pascalo-
vych pfimek, jak se snadno presvéd¢ime jednoduchou kombinatorickou
uvahou). Déle je nutné se oprostit od piedstavy, ze Sestitthelnik vepsany
kuzeloseéce musi lezet uvniti kuzelosecky!

Poznamenejme jesté, ze pro oznaceni vrcholi Sestitthelnika vepsaného
kuzelosedce se Casto (a to z tradiénich dtivodl) pouzivaji arabské ¢islice
1, 2,..., 6 a pro priseciky prot&jsich stran ¥imské éislice I, 11, ITT (tj.
body 12N45=1,23N56 = 1, 34N 61 = I1T lezi na piimce p).

Kromé sestrojovani bodt kuzelosecky je mozné vyuzit Pascalovu vétu i
pfi feSeni nékterych iloh o te¢nach. Tato véta totiz zlistava v platnosti
i v ptipadé, kdyz nékteré dva sousedni vrcholy Sestitthelnika splynou;
strana Sestithelnika, ktera je jejich spojnici, potom prejde v tecnu ku-
zelosecky v tomto dvojnasobném vrcholu.
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Brianchonova véta. Dualni véta k Pascalové vété nebyla dlouho
zndma (od uvefejnéni Pascalovy véty uplynulo pfes 160 let, nez byla
tato dudlni véta nalezena). Hlavnim divodem byla skuteénost, Ze prin-
cip duality, ktery ndm dnes umoznuje vétu vyslovit témér soucasné s
vyslovenim véty Pascalovy, nebyl v té dobé jesté zném.

Véta 5.7.5. (BRIANCHONOVA VETA) — Brianchon (1806)

Primky spojujici protéjsi vrcholy Sestitihelnika opsaného reguldrni ku-
zelosecce jsou tri primky prochdzejici jednim bodem, ktery se mazgvd
Brianchonuv bod. O

Jinymi slovy, jsou-li pfimky 1, 2, ..., 6 teCnami téze kuzelosecky, potom
primky spojujici pruseciky primek 12 a 45, 23 a 56, 34 a 61 prochézeji
jednim bodem B.
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5.7. Pascalova a Brianchonova véta

Opét pfipomenime, ze Brianchonova véta ziustava v platnosti i v tom pfi-
padé, kdyz nékteré sousedni strany Sestitthelnika kuzeloseéce opsaného
splynou v tecnu jedinou; jejich prusecik je pak zastoupen pfislusnym
bodem dotyku.
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Kapitola 6

Slovo zavérem aneb
Klasifikace geometrii

Motto:
»KazZda geometrie je projektivni geometrie®
ARTHUR CAYLEY (1821-1895)

V roce 1872 se némecky matematik FELIX KLEIN (1849-1925) stal pro-
fesorem na univerzité v Erlangen. Ve své nastupni prednésce, kterou na-
zval Vergleichende Betrachtungen tber neuere geometrische Forschun-
gen, objasnil novy sjednocujici pohled na geometrii vyuzivajici grupy
geometrickych zobrazeni. Tato prednaska se stala zndmou pod nazvem
Erlangensky program.

Geometrie v Kleinové smyslu je dvojice (S,G), kde S je jistd ne-
prazdna bodova mnozina a G je urcitd grupa geometrickych transfor-
maci, kterd operuje na mnoziné S. Za charakteristické vlastnosti kazdé
geometrie (eukleidovska geometrie, hyperbolickd geometrie, projektivni
geometrie apod.) vzal Klein ty vlastnosti, které jsou invariantni (tj. ne-
ménné) vidi urcité grupé geometrickych zobrazeni. Pomoci grupového
pristupu lze provést klasifikaci jednotlivych geometrii a ukazat jejich
vzajemné vztahy a souvislosti.
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Projektivni geometrie. Zakladni myslenkou uvedeného ptistupu
je volba projektivniho prostoru P, za vyse uvedenou bodovou mno-
zinu S. Projektivni geometrie je potom geometrie uréend ptisobenim
grupy PGL,, (projektivni grupa, grupa projektivnich transformaci)
na body prostoru P,. Dalsi typy geometrii ziskdme studiem rtznych
podgrup grupy PGL,,.

Afinnt geometrie. Vynechanim jedné nadroviny 7o, : 2o = 0 pro-
jektivniho prostoru IP,, vznikne z projektivniho prostoru prostor afinni.
Je-li naopak afinni prostor A,, rozsifen na prostor projektivni (pfida-
nim jedné, tzv. nevlastni nadroviny), potom body rozsifeného afinniho
prostoru P, = A,, nenaleZejici afinnimu prostoru (tj. lezici v ptidané
nadroving) oznacujeme jako nevlastni.

Mezi kolineacemi prostoru P, = A,, sehravaji viznamnou roli ty, jez lze
popsat vztahem

1 of

(xo,xl,...7xn)T»—><b A ))(xo,xl,...,mn)T.

Tyto specidlni kolineace (tzv. afinni kolineace) zobrazuji vlastni body
na vlastni a nevlastni na nevlastni, tj. nevlastni nadrovina z¢g = 0 je
vzhledem k afinnim kolineacim samodruzna.

ZtZeni afinni transformace projektivniho prostoru P, = A,, na afinni
prostor A, C P, je tzv. afinni transformace (afinita) afinntho pro-
storu A,,, jiz lze popsat transformac¢nimi vztahy

x' = Ax +b. (6.1)
f:w’i:Zaijxj—&—bi, i=1,...,n,
i=1

Afinni grupa, jez je podgrupou projektivni grupy PGL,,, se zna¢i GA,,.

Vlastnosti geometrickych objektt, které zustavaji vzhledem k prvkim
afinni grupy nezménény a jsou tedy predmétem studia afinni geo-
metrie, se nazyvaji afinni invarianty, popf. afinni vlastnosti danych
objektii. Uvedme nékteré priklady:

Rowvnobézné primky jsou takové primky, jez maji spoleény nevlastni bod.
Plati, Ze mnozina nevlastnich bod je invariantni vzhledem ke kazdé
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afinni transformaci a déle kazda primka se zobrazuje na pfimku, nebot
to je splnéno jiz vzhledem k PGL,,. Odtud plyne, Ze rovnobéZnost je
afinni vlastnost.

Afinni podprostor je projektivni podprostor, jez neni obsaZen v ne-
vlastni nadroviné. Tato vlastnost neni tedy dotéena prvky grupy GA,,
a tedy byti afinnim podprostorem je afinni vlastnost.

Vzhledem ke vztahu
(A7 B7 C’ DOO) = (A’ B’ O)

a vzhledem ke skutecnosti, ze projektivni transformace zachovavaji
dvojpomér ¢tyf bodi na piimce, je ziejmé délici pomér afinnim in-
variantem.

Dalsimi afinnimi invarianty jsou napf. stfed kvadriky, vlastnost byti
prameérovou nadrovinou kvadriky a klasifikace kvadrik na elipticky, hy-
perbolicky a parabolicky typ.

Ekviafinni geometrie. Uvazujme v afinnim prostoru A,, rovno-
béznostén, jehoz mira je V' (pro n = 1 jde o tsecku a jeji délku, pro
n = 2 jde o rovnobéznik a jeho obsah, pro n = 3 o rovnobéznostén
a jeho objem atd.). Mira V' obrazu daného rovnobéZnosténu v jisté
afinité (6.1), coZz je opét rovnobéznostén, je rovna

V' = |det(A)] - V.

Vsechny afinity, pro néz plati det(A) = £1, tvoii podgrupu GA,,, ktera
se nazyva ekviafinni grupa, resp. grupa afinit zachovéavajicich miru.
Znacime ji SA,,. Ze zavedeni je vidét, Ze napf. mira rovnobéznosténu je
invariantem ekviafinni geometrie.

Eukleidovska geometrie. Za ucelem prechodu od afinni geome-
trie k eukleidovské (tj. chceme zavést eukleidovskou metriku) volime v
afinnim prostoru A,, jisty elipsoid ® (jde o regularni kvadriku, jez v
A,, nem4 zadny realny nevlastni bod; v Ay hovoiime o elipse). Tento
elipsoid pojmenujeme jednotkova sféra a pouzijme jej k definici vzda-
lenosti bodt. Necht O je stfed ® a P je jeden z jeho bodti — potom
vzdalenost bodi O a P je rovna 1. Je-li déle Q = O+ A\(P — O), potom
vzdalenost bodt O a @ je |A|. Vzdéalenost libovolnych bodt A, B uré¢ime
s vyuzitim translace, ktera pfevadi bod A na bod O.
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Je-li stted O jednotkové sféry ® zvolen za pocatek soustavy soutradnic,

potom je rovnice ®
xI . Q-x=1,

kde x = (z1,...,2,)T a Q je jista redlna pozitivné definitni symetricka
matice. Pomoci matice Q pak definujeme skaldrni souéin vektori x a y,
a to vztahem

(x.y)=x"-Q-y.
S vyuzitim skaldrniho souc¢inu lze zavést velikost (normu) vektoru x

X[ = /{x, %)

a tim i (eukleidovskou) vzdélenost dvou bodu A, B

AB| = |B— All = /(B— 4,5 — 4).
Obdobné definujme thel ¢ € (0, 7) dvou nenulovych vektort x, y

(x,y)

V(% x)/ (Y, y)

a s vyuzitim smeérovych vektoru i odchylku dvou primek. Specialné v
pripadé

cosp =

(x,y) =0
hovofime o dvou ortogonalnich vektorech.

Afinni transformace (6.1), kterd zachovava eukleidovskou vzdalenost, se
nazyva eukleidovska (shodna) transformace. Vlastnosti, které zi-
stdvaji zachovany pusobenim kazdého prvku tzv. eukleidovské grupy
OA,, (grupa eukleidovskych transformaci, jez je podgrupou grupy
GA.,,), jsou eukleidovskymi invarianty a tvoii obsah eukleidovské
geometrie.

Matice A shodné transformace musi zachovéavat skaldrni soucin dvou
vektord, a tudiz nutnd a postacujici podminka pro to, aby afinita (6.1)
byla shodnosti, zni

AT.Q - A=Q.

Je-li Q jednotkovad matice (tj. kvadrika ® je dana rovnici x? + 22 +
...+ a2 = 1), potom se soustava soufadnic nazyvd kartézska sou-
stava souradnic. Pro skalarni soucin dvou vektort, jejichz soutradnice
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jsou vztazeny ke kartézské soustavé, pak dostavame (x,y) = xTy, coz
struc¢né zapisujeme xy. Podminka pro matici A shodné transfomace po-
tom nabyva specidlniho tvaru

T
A" -A=E,
coz znamena, ze A je ortonormélni matice.

Jelikoz eukleidovsky prostor je specidlnim pfipadem afinniho prostoru,
lze obdobné hovofit o (projektivné) rozsifeném eukleidovském
prostoru E,. Uvazujme nyni jednotkovou sféru ® C E,,, jez je vzhle-
dem ke zvolené projektivni soustavé souradnic popsana rovnici

x' C-x=0, kdeC= -1 o a x=(zg,x x,) T
) o Q 0y LLy---ydn

Nevlastni nadrovina 7 : ©g = 0 protina kvadriku ® v kvadrice €2, jejiz
rovnice zni

zo=x'-Q-x=0, kdex:(ml,...,xn)T.

Tato nevlastni kvadrika se nazyva absolutni kvadrika a zdiraznéme,
ze v ptripadé eukleidovské geometrie na ni lezi pouze imaginarni body.

Je zajimavé, ze kazda imagindrni primka, jejiz nevlastni bod U, =
(0,u) lezi na Q, je evidentné ortogonalni sama k sobé& (nebot (u,u) =
ul - Q- u = 0). Takovéto piimky nazyvame izotropické, resp. mini-
malni pfimky. Dalsi zajimavou vlastnosti je, ze kazdé dva body téze
izotropické primky maji nulovou vzdalenost!

V pfipadé, ze pracujeme s kartézskou soustavou soufadnic, potom je
rovnice absolutni kvadriky €2

2 2 2
To=2x]+z53+...+x;, =0.

Zavérem poznamenejme, ze mnozinou vSech izotropickych piimek, které

prochézeji poc¢atkem O, je (kvadratickd) izotropicka kuZelova nad-

plocha s rovnici (resp. je-li soustava soufadnic kartézskd)

I': x1.Q-x=0, (resp. x%—i—x%—i—...ﬁ-xizo)

Priklad 6.1.1. Chceme-li zavést eukleidovskou metriku v afinni roviné
(a tim pfejit k roviné eukleidovské), zvolime nejprve elipsu ¥ (jednot-
kovou kruZnici). VSechny sdruzené priiméry elipsy se pak stavaji or-
togonalnimi a mohou byt pouzity k volbé kartézské soustavy souradnic,
v niZ je ¥ popsdna nehomogenni rovnici 22 + 3% = 1.
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Absolutni kvadrika € m4 rovnici zg = 23 + 23 = 0 a je tedy tvofena
dvéma komplexné sdruzenymi body J = (0,1,i) a J = (0,1, —i). Tyto
body se nazyvaji absolutni (resp. cirkularni) body a je zfejmé, zZe
kazda kruznice 22 4+ y? + ax + by + ¢ = 0 prochézi body J, J. Naopak
plati, ze kazda kuzelosecka prochazejici absolutnimi body je kruznice.

Izotropické primky prochazejici pocatkem maji rovnici = £y = 0, tj.
jejich sjednoceni (izotropicka kuzelova nadplocha v roving) je ddno rov-
nici

(z +iy)(z —iy) = 2° +y* =0
Uvedeny par izotropickych pfimek lze tedy povazovat za kruznici o
nulovém poloméru. O

Priklad 6.1.2. V projektivnim rozsifeni eukleidovského prostoru Es
s kartézskou soustavou souradnic je absolutni kuzelosecka ) popsana
rovnici

Q: 2z9=2a?+25+22=0.

Kvadriky, jez prochéazeji kuzeloseckou €2, jsou pravé vSechny kulové plo-
chy. Izotropicka kuzelové plocha I' mé rovnici 22 4+ ¢ + 22 = 0. O

Ekviformni geometrie. Afinni transformace, kterd zachovava
eukleidovskou ortogonalitu, se nazyva ekviformni (podobnd) trans-
formace. Lze ukéazat, Ze nutna a postacujici podminka pro to, aby
afinita (6.1) byla podobnosti, zni

AT.Q - A=k2Q, k+#0,

tj. matice A je k-nasobkem jisté ortonormalni matice.

Snadno se pfesvédéime, ze kazda podobnost je takova projektivni trans-
formace, vzhledem k niZ je absolutni kvadrika €2 samodruzna.

Grupa ekviformit (tzv. ekviformni grupa) je podgrupou grupy GA,,.
Vlastnosti, které zastavaji zachovany ptisobenim kazdého prvku ekvi-
formni grupy, jsou ekviformnimi invarianty a jsou predmétem studia
ekviformni (elementérni) geometrie — piikladem mize byt hel
dvou pfimek.

Cayley-Kleinovy geometrie. Zminili jsme se o tom, Ze viechny
afinni a ekviformni transformace maji tu vlastnost, Ze nechavaji na
misté jisty geometricky utvar. U afinit je to samodruznad nevlastni
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nadrovina, u podobnosti samodruzné absolutni kvadrika. Na druhou
stranu existuji transformace (nap¥. shodnosti ¢i ekviafinity), jez timto
zpusobem charakterizovat nelze.

Geometrie, které definujeme pomoci podgrup grupy PGL, takovych,
ze jejich vSechny prvky (jisté specialni projektivni transformace) za-
chovévaji ur¢ity absolutni (fundametalni) objekt, se nazyvaji Cayley-
Kleinovy geometrie. Uvedeme nékolik vyznamnych prikladu:

Priklad 6.1.3. V eukleidovské roviné Es zvolime kruzZnici v a jeji
vnitfek budeme povazovat za hyperbolickou rovinu Hy. Grupa hy-
perbolickych transformaci v roviné je definovdna jako grupa téch
projektivit, vii¢i nim?z je kruznice v (a tim i jeji vnit¥ek) samodruzna.
Teorie invariant uvedené grupy operujici na Hy je rovinnou hyperbo-
lickou geometrii.

Hyperbolické a eukleidovské geometrie maji fadu spole¢nych vlastnosti,
které jsou obsahem tzv. absolutni geometrie. Z hlediska historie ge-
ometrie se matematici pokusili popsat nejprve geometrii eukleidovskou
— a to pomoci axiému. Axidmy jsou vychozi tvrzeni (tj. apriorné prav-
divé véty) axiomaticky budované teorie, kterd se pfijimaji bez dikazu
a z nichz se pomoci danych odvozovacich pravidel odvozuji vSechna
ostatni tvrzeni dané teorie. Je sice pravdou, Ze geometrie zacala byt
axiomatizovana z celé matematiky nejdiive, a to v knize Stoicheia (Zd-
klady) feckého matematika EUKLEIDA Z ALEXANDRIE (= 340 — = 280
p.n.l.), ale pfesného stanoveni vSech vychozich tvrzeni se dockala az po
vice nez dvou tisiciletich v dile DAVIDA HILBERTA (1862-1943) Grund-
lagen der Geometrie (Zdklady geometrie).

Pti formulaci axiémi eukleidovské geometrie dospéjeme do faze, ze pfi-
danim jediného axiému (tzv. axiému rovnobéznosti) dostaneme geo-
metrii eukleidovskou, resp. pfidanim negace uvedeného axiému geome-
trii hyperbolickou. Axiém rovnobéznosti fika: ,,V eukleidovské roviné
Ize kazdym bodem mimo piimku vést nejvyse jednu s ni se neproti-
najici pfimku“. Toto neplati v hyperbolické roviné, kde vzdy existuje
nekone¢né mnoho pfimek, jez danou pfimku neprotnou. Je nutné pfi-
pomenout, ze objev hyperbolické geometrie ucinili, a to témér ve stejné
dobé a nezavisle na sob&, Némec CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855),
Madar JANOs BoLyAI (1802-1860) a Rus NIKOLAJ IVANOVIG LOBA-
CEVSKIJ (1792-1856). Podle posledné jmenovaného se hyperbolickd ge-
ometrie také oznacuje jako Lobacevského geometrie. d
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Priklad 6.1.4. Dalsim ptikladem Cayley-Kleinovy geometrie je elip-
tickd geometrie. Uvazujme projektivni prostor P, jehoz body jsou
jednodimenzionalni vektorové podprostory (tj. sméry) vektorového pro-
storu R™. Necht je ddle definovan skalarni soucin a velikost vektoru

(xy) =xT-C-y, x| = /{x,x).

Vzdélenosti bodi A, B rozumime thel odpovidajicich jednodimenzio-
nalnich vektorovych podprostord, tj. ithel vektorovych zastupct a, b

(a,b)
[all - [Ib]|
eliptickd vzdalenost bodi se tedy pohybuje v intervalu (0, 5 ). Eliptické
transformace jsou takové projektivity x — Ax, vic¢i nimz je elipticka

vzdalenost invariantni. Ukazuje se, Ze jde o ty projektivni transformace,
pro néz plati podminka AT - C- A = AC.

cosd(A, B) =

i

Pro kazdou eliptickou transformaci x’ = Ax plati
xTCx=0 = x"-Cx' = (Ax)T-C-(Ax) = xT-(ATCA)-x = AxT-C-x = 0,

a proto lezi-li bod X na kvadrice x* - C - x = 0, potom na této kvadrice
lezi i jeho obraz X’ v kazdé kolineaci X' = Ax, kde ATCA = \C. Odtud
je vidét, ze elipticka geometrie je Cayley-Kleinova geometrie s absolutni
kvadrikou xT - C-x = 0. V piipadé, Ze C je jednotkova matice, potom
rovnice absolutni kvadriky €2 zni

1:(2)+1:%+...+xi:0.

Eliptickd geometrie se odehrava napt. v nevlastni nadroviné ., rozsire-
ného eukleidovského prostoru E,,. Soufadnice vlastnich bodi maji tvar
(1,x), kde x € R™ a nevlastni body maji soufadnice (0,x), kde x € R".
Podobnosti v E,, maji vyjadieni

Zo 1 0T X0
()=Co %) (%)
kde AT - A = A a X\ # 0; specialné zobrazeni nevlastnich boda se
odehrava podle vztahu
(0,x) — (0, AAX).

Nevlastni nadrovina xy = 0, kterd je sama projektivnim prostorem
dimenze (n — 1), je tedy podle vySe uvedeného vybavena eliptickou
geometrii, jejiz absolutnim ttvarem je kvadrika zo = xTCx = 0. 0

117



Priloha A

Komplexni rozsireni
realného prostoru

Komplexnit rozsirent realného projektivniho pro-
storu. V mnoha piipadech je vhodné provést tzv. komplexni rozsi-
reni redlného projektivniho prostoru PP, — obzvlasté tehdy, feSime-li
polynomické rovnice, nebot ty maji v télese komplexnich ¢isel C vidy
kofen (coz v télese redlnych ¢isel R zaruceno neni).

Rozsifime linearni prostor R™*! na komplexni C"*! a uvazujeme pii-
slusny projektivni prostor P,(C). Bodem prostoru P,(C) tedy rozu-
mime viechny komplexni nasobky vektoru z € C**1, tj.

Z={)z: A€ C,A#0, z=(20,21,...,2,) € C""1}.

Jestlize dva redln€ body nemaji spoleény realny nasobek, potom samo-
zFejmé nemaji ani zadny komplexni nasobek, a proto je rozsifeni

P, —P,(C), xeR"™ —xeC"!

dobre definované.

Je-li specidlné P,, = A, rozsifeny afinni prostor, potom hovofime o
komplexnim rozsifeni projektivné rozsifeného afinniho prostoru — bu-
deme znacit A,,(C) nebo struéné AS. Vynechanim nevlastni nadroviny
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ziskdme komplexni rozsifeni afinniho prostoru A, (C), popt. AC. Sa-
moziejmé je mozné hovofit i o komplexnim rozsifeni eukleidovského
prostoru E,, (C), popt. E¢ a jeho projektivnim rozsifeni E, (C), resp.
EC.

Na soutadnicich se uvedené rozsifeni projevi ziejmym zptisobem — bu-
deme pracovat s body, jejichz souradnice jsou komplexni. Samoziejmé
i redlny bod muze mit imagindrni soufadnice; napf. trojice (1,1,1)
a (i,1,1) predstavuji zastupce téhoz bodu v Po(C). Nicméné je velmi
snadné ur¢it, zdali je bod s reprezentantem z = (zo, 21, .. ., 2,) redlny
¢i nikoliv — nutnou a postacujici podminkou je, aby vSechny poméry
z; : zj byly redlné.

Jestlize z = (20,21,...,2n) € C""! potom aritmeticky zastupce
z=(%,71,.--,%2n) € C""! je komplexn& sdruZeny se z. Obdobné bu-
deme hovofit i o komplexné sdruZenych bodech z a Zz.

Véta A.1.1. Plati, ze Z = z, pravé kdyz Z je realny bod. O

Diikaz: Jestlize x € R*1 az = Ax, kde A € C, potom Z = Ax = A\X = \x,
a proto zZ = z. Naopak jestlize Z = Z, potom existuje A € C takové, ze
Z = A\z. Z toho vsak plyne, Ze redlny vektor x = z+Z je roven (1 + \)z,
a proto z = X (je nutné pouze osetfit pfipad, kdy z je ryze imaginarni,
nebot potom by bylo x = 0; v této situaci volime napi. x =i-z). O

Realné a komplexni podprostory. Podprostor projektivniho
prostoru P, (C), ktery vznikd spojenim redlnych bodi, nazyvime re-
alny podprostor. Redlnd primka spojujici body a a bs redlnymi re-
prezentanty a,b € R"*! obsahuje v P,,(C) jednak vSechny body A\a+ b
s A\, € R, ale i vSechny body Aa+ pb s A\, u € C, jez uz nemuseji byt
realné. Zrejmé plati

Véta A.1.2. Projektivni podprostor prostoru P,(C) je redlnyg, prdvé
kdyZ je roven podprostoru komplexné sdruZenému (tj. podprostoru, jez
vznikl spojenim komplezné sdruZengch bodi). O

Reélné podprostory jsou tedy samodruznymi podprostory zobrazeni
P z— Z.

Navic jelikoz plati n-z = n-zZ = 0 & n-z = 0, potom nadrovina
komplexné sdruzend k nadroviné n je n
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Véta A.1.3. Jestlize maji redlné podprostory G1 a Go spolecny ne-
prazdny prunik, potom je tento prunik redlny podprostor. [

Diikaz plyne ihned ze vztahu Gy NGy = GiNGy,=GiNGy. O

Véta A.1.4. Imagindrni bod Z ndleZi prdvé jedné redlné primce, jeZ
spojuje body z a z. O

Diikaz: P¥imka Z \V Z je redlna, nebof je uréena dvéma redlnymi body
z+za i(z — Z). Tato ptimka je jedina, nebot jinak by imaginarni bod
Z byl prinikem priinikem dvou realnych pfimek a muselo by se jednat
o realny bod. [J

Dualizaci ziskdme dalsi vétu

Véta A.1.5. Imagindrni nadrovina n obsahuje prdvé jeden redlny
(n — 2)-rozmérny podprostor, konkrétné jeji prinik s nadrovinou . O

Realné kolineace. Kolineaci v komplexnim prostoru nazveme re-
dlnd, jestlize existuje projektivni soustava soufadnic, v niz je tato koli-
neace popsana realnym linedrnim zobrazenim. Nicméné toto zobrazeni
Ize samoziejmé aplikovat i na imaginarni body!

Navic je nutné si uvédomit, ze téleso komplexnich ¢isel C je algebraicky
uzaviené (kazda polynomickd rovnice ma kofen), a proto v prostoru
P, (C) méa kazda kolineace alespoii jeden samodruzny bod i nadrovinu.
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